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Introduccién

El area de la modelacién geométrica estudia curvas y superficies basicas con la finalidad
de representar objetos mas complejos. Estos objetos pueden ser representados de manera
implicita o paramétrica. Uno de los principales problemas que aparecen al trabajar con un
objeto expresado implicitamente es que, el grado de este puede ser muy elevado complicando
los calculos. Por lo tanto, en general se trabaja con objetos geométricos expresados de forma
paramétrica. En este contexto resaltan las curvas y superficies de Bézier. Estas se construyen
a partir de un conjunto de puntos cercanos a la curva (superficie) denominados poligono de
control. Al modificarlos, la curva o superficie cambia intuitivamente de manera suave y
predecible. Para este trabajo en particular se utilizan superficies racionales cuadraticas de
Bézier, caracterizadas por tener parametros extras de control ademés del poligono: los pe-
sos. Los pesos permiten modificar, hasta cierto punto, la traza de la superficie sin alterar
los puntos de control o las tangencias, dandole mayor flexibilidad. En caso de que los pesos
sean positivos, la traza de la superficie estd completamente contenida en la capsula convexa

definida por sus puntos de control.

Al calcular la ecuacién implicita de una superficie racional cuadratica de Bézier resultan
que tienen a lo sumo grado algebraico cuatro. El objetivo principal de este trabajo es con-
struir un parche racional cuadratico de Bézier cuya ecuacion implicita sea de grado dos. Para
esto se construye una conica de Bézier que interpole tres puntos de control a partir de la
cual se define un cono C'. Basandose en la construccién y comportamiento de una cénica de
Bézier se considerandan los planos tangentes al cono como capsula convexa, se genera una
familia de superficies cuadricas a partir de C'. Tomando los puntos de control intermedios
sobre las rectas de interseccién de los planos tangentes, se construye el parche racional de
Bézier garantizando que este yace sobre una de las superficies cuadricas de la familia, por lo

que su ecuacion implicita seria de grado dos.



INTRODUCCION 2

Los capitulos estan organizados como sigue: En el primer capitulo se presenta el marco
tedrico correspondiente a las curvas de Bézier, curvas racionales de Bézier y sus propiedades,
ver [1], asi como una visién intuitiva del plano proyectivo. Se desarrollan las coordenadas
homogéneas y las coordenadas baricéntricas, que més adelante ayudaran a definir el parche
de Bézier. Por ultimo se estudian las curvas de Bézier en el plano proyectivo y se presentan
a las Matrices de Sylvester como método para calcular su expresiéon implicita, las cuales se
pueden estudiar con mayor profundidad en [4]. Para mejor referencia respecto a geometria

proyectiva, ver [3].

En el segundo capitulo se desarrolla la teoria correspondiente a los parches triangulares de
Bézier, parches racionales de Bézier y sus propiedades. Se utilizan las matrices de Sylvester
para obtener su expresion implicita y se estudia su representacion en coordenadas ho-
mogéneas y tetraédricas. Para una vision mas amplia del tema de los parches de Bézier,

refiérase a [5].

En el tercer y ultimo capitulo se desarrolla el algoritmo que permite la construccion de
un parche racional cuadratico de Bézier cuya expresion implicita tiene de grado dos, para
més detalles ver [2]. Este algoritmo caracteriza los puntos de control intermedios y los pesos
del parche a través de ciertos parametros o;, 7; obtenidos a partir de un sistema de ecua-
ciones generado por la expresién paramétrica de una familia de superficies cuadraticas. La
escogencia de estos parametros garantizan que el parche yace sobre una cuadrica, por lo que
su ecuacién implicita es de grado dos. Finalmente se muestran los resultados obtenidos varios

ejemplos y las conclusiones.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen los conceptos necesario para comprender completamente el
algoritmo que se presenta en el tercer capitulo. Se definen los polinomios de Bernstein y se
listan sus propiedades, se presenta la definiciéon de curvas de Bézier polinomiales y curvas
racionales de Bézier cada una con sus respectivas propiedades. Se muestra una vision intuitiva
del plano proyectivo, su definicién formal y se presentan dos tipos de sistemas coordenados:
el homogéneo y el baricéntrico. Por tultimo, se estudian las curvas de Bézier en el plano

proyectivo y se presenta un método para calcular su expresién implicita.

1. Polinomios de Bernstein

Los polinomios de Bernstein de grado n estan definidos de ls siguiente manera:

BI'(t) = (n) t'(1 —t)"" donde

1

(n)_ Ty si0<i<n
! 0 en otro caso

EJEMPLO 1.1. Polinomios de Bernstein de grado tres:
Bi=(1-1)?% By=3t(1-t)?* B;=3t"(1-1t), Bi=1¢
Véase Figura 1.1

Estos polinomios satisfacen las siguientes propiedades:

e Los polinomios de Bernstein forman una particién de la unidad

iBf(t) ~ 1

Para todo t € R, nétese que:



1. POLINOMIOS DE BERNSTEIN

1= (t+ (1—t)"

Usando el binomio de Newton

1— i (?)ti(l ) = iB?(t)-

i=0 i=0
e Forman una base para los polinomios de grado menor o igual a n.

e Son simétricos, esto significa:

B! t) = (n) (1 —t) ) = ( n )t(n—i)(l — t)(n=(n=)

7 n—1t

_ ( n )tm—z’)(l =B (1—1)

n—1

e Debido a su definicién, sus tnicas raices son 0 y 1.

[ J SOII I‘eCU.I'SiVOSI
B'(t) = (1 — t)B" ! (t) + tB".

e Sit € [0,1], entonces Bl'(t) > 0.

FIGURA 1.1. Polinomios de Bernstein de grado 3.
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2. Curvas de Bézier Polinomiales

DEFINICION 1.2. Una Curva de Bézier es un segmento de curva paramétrica polinomial de

grado n en R™ y estd dada por una combinacion lineal de polinomios de Bernstein, esto es:

b(t) = ilbiB?(t).

donde t € R y los coeficientes b;,0 < © < n pertenecientes a R™ y se denominan puntos

de control.

Las curvas de Bézier tienen propiedades particulares y otras heredadas de los polinomios de

Bernstein, estas son:

e Dada la simetria de los polinomios de Bernstein, se tiene que
b(t) =Y bB(t) =Y b B (1—1).
i=0 i=0

La diferencia entre uno y otro es el modo en que se recorre la traza de la curva.
En el primero se recorre la curva desde by hasta b,, y en el segundo desde b,, hasta
by.
e La curva de Bézier interpola el primer y el tltimo punto de control ya que (Figura
1.2).
b(0) =by y b(1) =Db,.

by

b3

bo ba

FIGURA 1.2. Una curva de Bézier de grado tres y su propiedad de interpolacién

por los puntos extremos.

e Una curva de Bézier es tangente a su poligono de control en los puntos extremos

(véase Figura 1.3). Notese que b'(0) = by — by y b'(1) = b, — b,_1.
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F1GURA 1.3. Tangencia en los puntos extremos.

e Como la suma de los polinomios de Bernstein es igual a 1 y B*(t) > 0 parat € [0, 1],
b(t) es una combinacién afin de sus puntos de control. Esto implica que la curva

yace en el interior de la cdpsula convexa definida por los puntos de control (Figura

1.4).
b3
by

by

bo

FIGURA 1.4. Cépsula convexa definida los por puntos de control.

e La curva de Bézier es invariante bajo transformaciones afines, es decir, dada ®

una aplicacién afin, se tiene que:

D(b(t)) = @ <Z uO,-Bm)) = 5" o) BI().

=0
Esto significa que es suficiente cambiar sélo los puntos de control, por ®(b;)

i = (0,---n) como opuesto a aplicar & a cada punto de la curva b(t) (Figura

1.5).

3. Curvas de Bézier Racionales.

Es posible cambiar la traza de una curva de Bézier sin modificar sus puntos de control. Para

ello se introducen las curvas racionales de Bézier, donde ponderando cada punto de control
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F1GURA 1.5. Ejemplo de la invarianza afin: ¢(b;) = 5b; + (2, —2).

DO

por medio de escalares adecuados llamados pesos, se obtienen diferentes curvas de Bézier a

partir de un mismo poligono de control.

DEFINICION 1.3. Una curva de Bézier racional de grado n estd dada por la siguiente expre-

sion:

_ wobo By (t) + - - 4+ wpb, B (1)
woBY(t) + -+ - + w, B (t)

donde los puntos de control b; que yacen en R™, los w; son escalares positivos que se

b(t)

denominan pesos yt € R.

La figura 1.6 muestra como cambia la curva al variar los pesos:

b1 ba

FIGURA 1.6. Curvas racionales con diferentes pesos.

Una Curva de Bézier Racional tiene las siguientes propiedades:
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e Interpola el primer y tltimo punto de control:
b(0) =bg y b(1) =Db,.

e Es tangente al poligono de control en los extremos (Figura 1.7).

w1

Ib,(O) = nw—(lbl — Ibo)
(1) = “’t’;—l (by — bp_1).

b3

b1

ba

FIiGurA 1.7. Tangencia del poligono de control. Pesos wg = 1,w; = 2,ws =

3,w3 =1.

e La curva de Bézier Racional yace en la capsula convexa que definen sus puntos
de control. Esta propiedad se desprende del hecho de que los puntos de la curva son
combinaciones afines de los puntos de control y los w; > 0 parai=0,--- ,n.

e Es invariante bajo transformaciones afines, es decir, dada una funcién afin @,

se tiene que
" wib; Bt " w;®(by) BR(t
a(b(1) = @ (Z N é’) - b0,

e Si los pesos w; son todos iguales, el denominador de la curva de Bézier racional es

una constante, por lo tanto es una curva polinomial.

Las curvas de Bézier tienen otras propiedades ttiles para la modelacién geométrica que no se
incluyen en este trabajo ya que no son necesarias para su desarrollo, por ejemplo la derivada
de una curva de Bézier es otra curva de Bézier. Las curvas de Bézier racionales o polinomiales

son faciles de desplegar por medio del algoritmo de De Casteljau, ver [1].
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4. Plano proyectivo: coordenadas homogéneas y baricéntricas.

La geometria proyectiva es, en un sentido, la geometria de la imaginacion.

-J Bloomenthal.

Sea una recta [ C R? y un punto O fuera de ella. Consideremos ahora la recta a definida por
los puntos A € [ y O. Existe una correspondencia (llamada proyectividad) entre los puntos
de la recta [ y el haz de rectas que pasan por O. Sin embargo, en el plano euclideo, esta
correspondencia no es biunivoca. A la recta [ que pasa por O paralela a [ no le corresponde
ningtin punto sobre [. Esto ilustra intuitivamente que es necesario completar la recta real
con un punto adicional para construir la biyeccién. Este punto adicional se llama punto en el
infinito (véase Figura 1.8). Si a los puntos de [ se le anade el punto en el infinito, se obtiene

la recta proyectiva real, la cual se define formalmente como sigue.

FIGURA 1.8. Modelo de P(R) con la recta [ asociada al punto en el infinito.

DEFINICION 1.4. Sean (1, 1), (22, y2) € R?. Se define una relacién de equivalencia tal que,
st (x1,y1) ~ (2,y2) entonces x1 = Axy & y3 = A\ys con X\ € R—{0}. Luego la recta proyectiva

se define como P(R) = R? — {0}/ ~, el conjunto de las clases de equivalencia de R2.

Geométricamente los elementos de la recta proyectiva se representan por el conjunto de
rectas por el origen de R? (véase Figura 1.9).

En general el elemento [z,y]| representa cada elemento de P(R). Esta representacién se
denomina coordenadas homogéneas. Notese que si y = 1, se tiene exactamente la recta real
y si y = 0 el punto [1,0] que es el punto en el infinito de la recta proyectiva en coordenadas
homogéneas.

Observemos esta relacién en el espacio euclideo:

Sea IT un plano en R? y sea O un punto fuera de él. Considérese ahora todas las rectas

definidas por los puntos A, B,--- € Il y el punto O. Existe una correspondencia entre los
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F1GURA 1.9. Representacién geométrica de IP(IR) mediante rectas por el origen.

puntos de II y el haz de rectas que pasa por O. Sin embargo, existe un conjunto de rectas

p,q,--- que pasan por O y que yacen en el plano Il paralelo a II que no se corresponden
con ningin punto de II. Si denotamos por P, @, -- los puntos asociados a las rectas
p,q,- - en I y se completa el plano II tal que la relaciéon sea biunivoca, se construye el plano

proyectivo real denotado por P?(IR). El conjunto de los puntos en el infinito se corresponden
con el conjunto de rectas que pasan por O y que son paralelas a II se denomina recta en el

infinito (véase Figura 1.10).

FIGURA 1.10. Modelo de IP(IR?) con las rectas p y ¢ asociadas a puntos Py @ en el infinito.



4. PLANO PROYECTIVO: COORDENADAS HOMOGENEAS Y BARICENTRICAS. 11

DEFINICION 1.5. Sean dos puntos (z1,y1,21), (T2, Yo, 22) en R®. Se define una relacién de
equivalencia tal que, si (z1,y1,21) ~ (T2, Ys, 22), entonces x;1 = Axa, Y1 = A\ys Y 21 = Aza,

con X € R — {0}. El plano proyectivo se define como P(R?) = R? — {0}/ ~.

Es posible generalizar la definicién 1.4 y 1.5 a un espacio n-dimensional y X un espacio

vectorial cualquiera, de la siguiente manera:

DEFINICION 1.6. Dado un espacio vectorial X de dimension n+ 1, sean x,y € X. Se define

una relacion de equivalencia tal que, si x ~'y entonces x = Ay, con A € R —{0}. El espacio

proyectivo P(X), asociado a X, se define como P(X) =X — {0}/ ~.

De ahora en adelante, utilizaremos P" para representar a P(X) donde X es un espacio de
dimensién n + 1. A continuacion se presentan dos sistemas de coordenadas para trabajar en

el espacio proyectivo.

4.1. Coordenadas Homogéneas en P". Sea X un espacio vectorial de dimensién n+1
y sean Uy, - - - U, una base para este espacio. Cada vector x € X se puede escribir como una
combinacién lineal de los elementos de su base, es decir, existen coeficientes (xg, z1, -, Z,)

tal que

x = xoUy + Uy + - - + 2,U,,.

Ahora bien, para el punto [x] € P" relacionado a x, los coeficientes estan determinados,

salvo la relacion de equivalencia, por:
(To, @1, Tp) ~ (ATo, Az, -+, ALy,
Para todo A € R, A #0

DEFINICION 1.7. Dada una base Uy, Uy, -+ ,U, de un espacio vectorial X, denominamos
coordenadas homogéneas de un punto [x] € P™ respecto a la base U;, a los coeficientes

X0, T1," ", Tn, T; € R que determinan a cualquiera de los representantes x € X de [x].

Utilizar estas coordenadas presenta ciertas ventajas como la posibilidad de estudiar las curvas

de Bézier racionales definidas en R™ como una curva polinomial de P™(R).
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4.1.1. Homogenizacion de una curva: Considérese una recta general en R?
ar + by +c=0.

Para estudiar esta recta en P2, utilizamos coordenadas homogéneas. Dado que [z, y] ~ [, 9]
1

siy solosiz = AZyy=Ayy tomando A = £ se tiene que la recta ax + by +c¢ =0 en R? se

representa como af + by + Zc = 0 en P%. Nétese que [z, vy, 2| ~ [, 7, 2] entonces se satisface

la ecuacién x = A%,y = Ay, z = \Z. Luego, si
ar + by + cz = aAT + bAY + c\Z2 = N az + by + ¢2) = 0.

De donde se deduce que el punto [z, y, z] yace sobre la recta independiente del representante
de la clase.

Dada una cénica general en R?
f(z,y) = ax® +by* +cry +dov +ey+ f =0.
Se tiene que su representaciéon en P? en coordenadas homogéneas es:
f(2,9,2) = ai® + b)* + ciy + dis +egi + f22 = 0.

Noétese que cada monomio de la cénica homogeneizada tiene grado dos y si [z, y, 2] satisface

la ecuacién de f(z,y,z) = 0, esto no depende del representante evaluado.

4.2. Coordenadas Baricéntricas. Considérese un tridngulo en R? de vértices
(70, v0), (71,91), (72,%2) y un cuarto punto p € R% Siempre es posible escribir p como
combinacién baricéntrica de (xo,v0), (1,1) y (x2,y2), es decir, existen coeficientes

(s,t,u) tales que

P = s(x0,Yo) + t(x1,31) + u(w2,y2).

Bajo la condicién s + ¢ +u =1 (véase Figura 1.11).

DEFINICION 1.8. Los coeficientes (s,t,u) se denominan coordenadas baricéntricas de p

respecto a (To,10), (T1,y1) ¥y (22,¥2).

Dados los puntos (xg, %), (1,%1), (72,92) P = (pr,py) y usando la expresién anterior,

tenemos un sistema de tres ecuaciones de donde se despejan (s, t,u).
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STy + tr1 + ury = P,

SYo + ty1 + uys = py

s+t4+u=1

Resolviendo el sistema por Cramer, tenemos que:

¢ — PzY1 + Py + T1Y2 — ToY1 — P2T1 — PalY2
ToY1 — ToY2 — Yox1 + YoT2 + T1Y2 — T2

_ Zopy + Yoo + PzY2 — TaPy — P2Yo — Y2To

t .
ToY1 — ToY2 — YoZ1 + YoT2 + T1Y2 — T2l

y— ToY1 + YoDPz + T1Dy — P2Y1 — T1Yo — PyZLo

ToY1 — ToY2 — YoT1 + Yoo + T1Yo — Toy1
Las coordenadas baricéntricas son un tipo particular de coordenadas homogéneas, donde el
plano s +t + u = 1 se corresponde con los puntos del plano afin, y el plano s +¢t+u =0

con la recta en el infinito de P2.

(X0 Yo) u : s (x2,¥2)

FIGURA 1.11. Relacién p con sus coordenadas baricéntricas.

Por ejemplo en la Figura 1.11, el punto (xg, 3o) se corresponde con el punto (1,0, 0) en coorde-
nadas  baricéntricas. Ademds son vélidas las  siguientes  correspondencias:
(x1,y1) ~ (0,1,0) y (z2,y2) ~ (0,0,1). Usando estas coordenadas definiremos el dominio

triangular de un parche de Bézier racional en el siguiente capitulo.
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5. Coénicas de Bézier en el plano proyectivo.

DEFINICION 1.9. Se llama Cénica de Bézier Racional a las curvas paramétricas de

Bézier de grado dos dada por:

b(t) o 'UJOIb()(l — t)2 + 2’&U11b1t(1 — t) + w21b2t2
 we(1 = 1)2 + 2wt (1 — t) + wot?

Para este trabajo utilizaremos tinicamente esta clase de curvas de Bézier (véase Figura 1.12).

b1

b() b2

FIGURA 1.12. Cénica de Bézier.

Estudiemos el siguiente cambio de pardmetro. Sean

ot (1—t):f3(1_£)

=8+t p(l—1) +1
Con p # 0. Sustituyendo estas expresiones en b(t), se obtiene:

 PPwobg(l — )% + 2pwibit(1 — £) + wabyt?
,52’LU0(1 — 5)2 + 2,511111?(1 — lf) + 'LU2£2

La traza de la curva queda inalterada si se reemplaza cada peso por w; = p*> “w;. Tomando

b(t)

p= \/Z:f), se obtiene que Wy = wy. Dividiendo los pesos por ws tenemos que wy = wy = 1.
Una cénica que satisfaga esta condicién, se denomina conica en su forma estandar. Por lo
tanto, toda Cénica de Bézier se puede reparametrizar utilizando los cambios anteriores a su
forma estandar, siempre y cuando g—i > 0.

Esta reparametrizacién deja unicamente a w; como pardmetro libre, restringiendo a
wy = wy = 1. De ahora en adelante consideraremos unicamente la forma estandar de las

cénicas racionales de Bézier, con w > 0, dada por:

bo(1 — £)* + 2wbyt(1 — ) + bot?

b(t) = (1=t +2wt(l —t) + £
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Sea b(t) una cénica de Bézier en R?, y sean by = (z9,v0),b1 = (71,y1), y w escalares

positivos y by = (x9,92) € R? sus puntos de control, entonces:

b(t) = 2o(1 — )% + 2w t(1 — ) + 2at? yo(1 — ) + 2wyt (1 — t) + yot?
N (1—t)242wt(1—t)+t2 7 (1 —1)2+2wt(l —t) + 2

En P? esta cénica se define como:

[b(t)] = [X(2), Y (1), Z(1)].
Donde

X(t) = zo(1 — t)* 4+ 2wa (1 — t) + wyt>.
Y (t) = yo(1 — ) + 2wy t(1 — t) + yot*.
Z(t) = (1 —1)* +2wt(l —t) + .
es decir una cénica polinomial en P? con puntos de control by, by, be, donde by = [z, ¥, 1],
by = [wzy, wyy, w], by = [z2, Y2, 1]. Nbtese que la definicién depende de los representantes de
sus puntos de control (véase Figura 1.13). Es importante destacar que la cénica [b(t)] C P?

depende directamente del representante de clase escogido ya que P2 no es un espacio vectorial,

es decir:

b (1 — £)2 + 2w[bi]t(1 — £) + [ba]t® # [bo(1 — £)2 + 2whbyt(1 — t) + byt?.

7b,

v

FIGURA 1.13. Cénica reparametrizada en P? y diferentes proyecciones.
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6. Forma implicita de una Codénica de Bézier.

Para un completo entendimiento de esta seccién, se introducen una breve aplicacion de Ma-
trices de Sylvester, como método de eliminacién de parametros, con el objetivo de implicitar
curvas 6 superficies dadas paramétricamente.

Dados dos polinomios f y g de grados m y [ respectivamente

f=ay+amz+ax?+-- - +az', ag#0 1>0.
g=by+bix+bax*+-- +b,z™, bn#0 m>0.

La matriz de Sylvester asociada a f y g es de orden (m + ) x (m + 1) y se construye como

sigue:

Qo bo
ay Qo bl b(]
o a1 . bg bl
a9 . Qo b2 . b()
Syl(f.9) = o .
a; . .ooay bm . . bl
a; (45} bm bg
[07] bm

Donde el polinomio de grado [ se repite m veces, el polinomio de grado m se repite [ veces y
los espacios blancos son ceros. Para obtener informacion sobre estos polinomios es necesario

trabajar con el determinante de esta matriz, a la que usualmente se le llama Resultante.

Res(f,g) = det(Syl(f,9)).

Cuando se quiere aclarar la dependencia de x en el sistema, se escribe Res(f, g, x).
Para entender la propiedad de eliminacién de las Matrices de Sylvester, considérese el sigui-

ente ejemplo:

EJEMPLO 1.10. Sean (o, yo) y (71, y1) dos puntos en R?. La parametrizacién de la recta que

definen estos puntos, esta dada por:
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(X,Y) = (20, yo)t + (w1, y1)(1 — t).

Los polinomios correspondientes en coordenadas x y y de la parametrizacién son:

Px:X—l’ot—lL'l(l—t):X—t(l'l—l’o)—l’l

Py=Y —yot —yi(1—t) =Y —t(y1 —y0) —

y la matriz de Sylvester asociada, es

T, — X —
Syl(Pm,Py,t) _ 1 0o Y1—Yo
X—z Y—u

de donde resulta:

Res(Py, Py,t) = (21 — 20)(Y — y1) — (y1 — yo) (X — 21).

Despejando la ordenada resulta:

(i y) (X —2) (e —20)  (y1 — wo) -
Y = (Il — ZL’O) = (SL’l — SL’Q) (X 1) —+ Y1-

Es posible constatar por medio de cualquier otro proceso de eliminacion de parametros, que

la ecuacién implicita de la recta satisface los puntos dados.

EJEMPLO 1.11. Sean f y g dos curvas implicitas como se muestra a continuacién:

f=x2y—1=0.
g=2*+y*—4=0.
La matriz de Sylvester asociada es

y 0 1
Syl(f,9)=1 -1 y 0
0 —1 y*>—4
Notese que el polinomio f se repite dos veces puesto que g es un polinomio de segundo grado
y este, a su vez, solo se escribe una vez puesto que f es de primer grado. Luego, el resultante

€S
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Res(f,g,x) = det(Syl(f,9)) = y" — 4y° + 1.

Este resultado, donde se elimind la variable x, permite obtener un polinomio en y, cuyas
raices son las posibles ordenadas de los puntos comunes de las curvas f y g. Esta aplicacién
sirve para calcular los puntos comunes de dos curvas algebraicas.

En nuestro caso particular, es de nuestro interés implicitar una cénica de Bézier. Dados

¥ — 2o(1 — )2 + 2w t(1 — t) + @ot?
o (I—=t)2 4+ 2wt(l—t) + 12

v _ o= )2 + 2wy t(1 — t) + yot?
(1 —1)2+2wt(1 —1t) +¢2

Se construyen los polinomios.

Pr=((1—1)+2wt(1 —t) +t)X — (2o(1 — t)* + 2wa t(1 — t) + 29t?).

Py = ((1 —=t)* 4 2wt(1 —t) + )Y — (yo(1 — t)? + 2wy t(1 — t) + yat?).
Sin pérdida de generalidad y por conveniencia, los puntos de control son by = (0,0), by =
(21,0), by = (x9,y2) (Véase Figura 1.14). Es posible escribir cualquier cénica de Bézier
bajo este sistema de puntos de control, y para ubicarla en cualquier otra parte del plano,

basta con aplicar una simple isometria. Con este cambio, los polinomios P, y P, se reducen

a:

Pr=((1—1t)*+2wt(l —t) +t*)X — (Qwzt(1 — t) + zot?).

Py = ((1 —t)* +2wt(1l —t) + 2)Y — (yat?).

bo

o b
bor———r T e

FI1GURA 1.14. Conica de Bézier con by = (0,0), by = (2,0) y be = (1,1).
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El polinomio resultante al eliminar el pardmetro ¢ es una cénica en variables (X, Y"), estd dada

por:

Ys X 4 (23 + dvw? (o) — 22))Y? — 42wy, Y + 20 (201w? — 22)Y X = 0.

Esta expresion sera muy util en la construccion de un parche de Bézier cuadrético, topico

que estudiaremos en el préximo capitulo.



Capitulo 2

Parches de Bézier triangulares

Para extender el capitulo anterior a un espacio tridimensional, es necesario presentar la
teoria correspondiente a las superficies de Bézier. Para ello se definen los polinomios de
Bernstein en 2D y se estudian sus propiedades. A partir de estos, se definen los parches
triangulares de Bézier y sus propiedades para introducir los parches racionales triangulares
de Bézier. Se presenta un método para calcular su expresion implicita y por ultimo se estudia

su representacion en coordenadas homogéneas y tetraédricas.

1. Polinomios de Berstein en 2D

El dominio de una superficie paramétrica es una seccién del plano, existen dominios com-
plicados como pentagonos, octagonos y, en general, cualquier poligono cerrado. Hay una
variedad de polinomios base definidos de acuerdo al dominio, en particular los polinomios

de Bernstein bidimensionales estan definidos en dominios triangulares y rectangulares.

Para este trabajo se utilizan los polinomios de Bernstein con dominio triangular, los cuales

estan definidos por:

Bl'(u) = <Z?/€) u'viw”,

Donde (Z;Lk) es el coeficiente multinomial y u = [u, v, w] € P? son las coordenadas baricéntri-
cas del dominio, por lo que se considera la condiciéon u + v +w = 1, para obtener los puntos
en el plano afin.

A continuacién se muestran algunos ejemplos de polinomios de Bernstein ctibicos y un diagra-
ma triangular que se corresponde con cada funcién base del punto de control correspondiente

(véase Figura 2.1).

20
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u-w uvw vTw

ud u?v uv? V3

En el diagrama anterior, los polinomios de Bernstein ubicados en los extremos se correspon-

3 3

den con los puntos de control extremos del parche, en este caso, u3,v® y w?® se corresponden
con los puntos bsg, bozo ¥ booz. Asi mismo, los lados del parche estdn definidos por los
polinomios ubicados a los lados del diagrama triangular, en el caso anterior por ejemplo, los
polinomios u?w y uw? se corresponden con los puntos de control bayg; v byge del parche. Los

polinomios de Bernstein multiparamétricos tienen las siguientes propiedades:

e Particién de la unidad: Para cada vector u la suma de los polinomios es igual a

uno.
n __ n __ n 3 D n _
1=1"=(u+v+w) —‘Z (i)uv]w _'Z re(u) = 1.
i+j+k=n i+j+k=n
Donde (’f) = % es el coeficiente multinomial.
i

e Son positivos: para 0 < u,v,w < 1 todo polinomio de Bernstein es positivo.

e Capsula convexa: De las dos propiedades anteriores y bajo la condicién que los
escalares w; > 0, las superficies de Bézier estdan contenidas en la cédpsula convexa
que definen sus puntos de control.

e Recursion: Utilizando la propiedad de combinatoria

()= (2e) - G0) - (G2)



2. PARCHES DE BEZIER TRIANGULARES 22

Donde i = (i,7,k) y e, s, e3 son vectores canénicos. Es posible demostrar que los
polinomios de Berstein satisfacen la siguiente recursion:
BY(w) = uB{", (u) + vB{ (u) + wB{ (u).
Donde |i| = n.
e Condiciones de Dominio: siempre que i = (i, j, k) sea de la forma
(n,0,0),(0,n,0), 6 (0,0,n), el polinomio de Bernstein asociado sera igual a 1 (véase

Figura 2.2), es decir:

B?mo,o)(l,0,0) =1 B("O,mo)(O, 1,0)=1 B("O,Om)(O,O, 1)=1.

B33 (0,0,1)

B3y (1,0,0) B33 (0,1,0)

FI1GURA 2.2. Dominio triangular y polinomios de Bernstein iguales a uno.

2. Parches de Bézier triangulares

Un parche de Bézier triangular es la generalizacién de una curva de Bézier a su forma bidi-
mensional. Son construidos a partir de dominios triangulares, usando coordenadas baricéntricas,
dado que estas son apropiadas para representar puntos en el espacio respecto a un dominio

triangular canénico (véase Figura 2.3).

FIGURA 2.3. Parches triangulares de Bézier con su dominio.
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DEFINICION 2.1. Dado un conjunto de puntos de control un parche triangular de grado n se

define como:

b(u) = Y b;B}(u).

li|l=n
Donde b; € R3, i= (i, ], k) tal que |i| =n y u = [u,v,w| son las coordenadas baricéntricas

del punto.

Dado que estos parches son la generalizacién de las curvas de Bézier, muchas de sus propiedades

se derivan de las curvas.

e Interpolacion de extremos: El parche interpola los tres puntos de control del

dominio triangular (véase Figura 2.4), esto es
b(1,0,0) = Bl 0.0)(1,0,0) = brgo.
b(0,1,0) = Bfy.,.0)(0,1,0) = boso.

b(0,0,1) = Bfy,,)(0,0,1) = bog,.

17003

FiGURA 2.4. El parche interpola los tres puntos de control extremos.

e Curvas borde: Los puntos que definen la frontera de la capsula convexa definen
poligonos de control para las curvas de Bézier que delimitan al parche, y estas son
a lo sumo de grado n (Figura 2.5).

e Simetria: Se puede reindexar el dominio triangular de manera que cualquiera de los

tres puntos se corresponda con cualquiera de los indices (n,0,0), (0,n,0), (0,0,n).
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FiGUurA 2.5. Curva delimitadora y su cédpsula convexa.

Al evaluarlo se obtendria un parche con la misma traza del parche original. Esto es
simplemente una reparametrizacion.
Invarianza Afin: Sea ¢ : R?> — R? una transformacién afin. La estructura del

parche es invariante bajo transformaciones afines:

Esto significa que es suficiente aplicar ¢ a cada uno de los los puntos de control
como opuesto a aplicar ¢ a cada punto del parche.
Capsula Convexa: Para 0 < u,v,w < 1, el parche de Bézier es una combinacion
convexa de sus puntos de control, por lo que yace en la cdpsula convexa que estos
definen (véase Figura 2.6). La condicién sobre las coordenadas [u, v, w| significa que
el dominio considerado es el interior de un tridngulo.
Planos tangentes: Los planos tangentes t;,i = (n,0,0), (0,n,0), (0,0,n) al parche
cuadratico en sus extremos b0, bono, boon estan definidos por el punto de interpo-
lacién y los dos puntos adyacentes correspondientes en el poligono de control (véase

Figura 2.7).

broo — troo = broo + (bpog — Broo) + (bpgo — broo)S-

bono — tono = bono + (bgpo — Dono) + (bopg — bono) 5-
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17300

FIGURA 2.6. El parche yace en la cipsula convexa.
boon — toon = boon + (bogy — Doon ) + (bgop — boon) 3.
Dondep=n—1, ¢g=n—p, a,0€R

Too3

to30

boo:

FI1GURA 2.7. Parche de Bézier con planos tangentes

3. Parches de Bézier Racionales

DEFINICION 2.2. Un Parche de Bézier Racional se define como:

’LUilbiBin u
bl = X

[ij=n
Donde los b; € R3, u = (u,v,w), 0 < u,v,w < 1 son las coordenadas baricéntricas del

punto y los w; son escalares positivos que se denominan pesos.
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Para nuestros propdsitos, de ahora en adelante se consideraran iinicamente parches cuadraticos
racionales de Bézier, es decir, los parches de la forma:

b(u) = Z M

i wibBi(u)

Donde wsgg = wpag = woo2 = 1. Por lo tanto, los inicos puntos de control ponderados seran

bo11, bio1 ¥ biio-

Estos parches heredan sus propiedades de sus contrapartes polinomiales.

e Interpolacion de extremos: El parche racional de Bézier interpola los tres puntos
de control del dominio triangular: b,00, bono, Boon-

e Curvas borde: Las curvas de Bézier que delimitan al parche racional de
Bézier estan definidas por los puntos de control que definen la frontera de la capsula
convexa. Estas curvas de Bézier tienen a lo sumo grado n.

e Simetria: Se puede reindexar el dominio triangular de manera que cualquiera de los
tres puntos extremos se corresponda con cualquiera de los indices (n,0,0), (0,n,0)
6 (0,0,n). Al evaluarlo se obtendria un parche racional de Bézier con la misma traza
del parche original, lo cual simplemente es una reparametrizacion.

e Invarianza Afin: Sea ¢ : R?> — R? una transformacién afin. La estructura del

parche racional es invariante bajo transformaciones afines:

ofb(w) = o | 3 P | 57 SO

lil=2 lil=2
Es decir, es suficiente aplicar ¢ a cada uno de los los puntos de control como
opuesto a aplicar ¢ a cada punto del parche.

e Cipsula Convexa: Para 0 < u,v,w < 1, el parche racional de Bézier es una
combinacién convexa de sus puntos de control, por lo que yace en la capsula convexa
que estos definen.

e Planos tangentes: Los planos tangentes t; al parche cuadratico racional de Bézier
en sus extremos bogg, b2, boo2 estan definidos por el punto de interpolacién y los

dos puntos adyacentes correspondientes en el poligono de control:

bago — t200 = bago + (wlolﬂolol - Ibzoo)a + (w1101b110 - I10200)5-
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bo2o — to20 = bo2o + (w110b110 — bo2o)r + (woer1bo11 — boo) 5.

boo2 — too2 = booz + (w011U0011 - Ibooz)a + (w1011b101 - I10002)5-

Donde «, 8 € (R).

La razén fundamental para usar parches de Bézier triangulares racionales es que por medio
de los pesos, es posible cambiar la traza de una superficie de Bézier sin necesidad de cambiar

los puntos de control ni las condiciones de tangencia en los extremos (véase Figura 2.8).

FIGURA 2.8. Parches racionales de Bézier definidos por la misma cédpsula convexa

al variar los pesos.

4. Implicitacién de un parche racional cuadratico de Bézier.

Para esta seccién se generaliza las coordenadas baricéntricas a un espacio tridimensional.
Para ello basta considerar como dominio, un tetraedro, y cada punto del espacio como
combinacién tetraédrica de sus vértices.

Sean bagy = [$200,y20072200, 1],11)020 = [3702072/020720207 1],[booz = [$002,y00272002, 1] € P? tres
puntos de control que definen el dominio para un parche triangular racional de Bézier y
P = [Pz, Py, Dz» Py U cuarto punto en P? no coplanar con bygg, bogg, booz. Considérese T
el tetraedro de vértices bogg, bo2og, booe, . Siempre es posible escribir cualquier punto del
espacio, y en particular el parche racional como combinacién tetraédrica de los vértices de

T, es decir, existen coeficientes [U, V, W, S| tales que:
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b(ug) = Uybaoo + Vobozo + Wobooz + Sop.

Bajo la condicion U +V + W + § = 1.
Los coeficientes [Uy, Vo, W, Sp] se denominan coordenadas tetraédricas de b(ug) respecto a
booo, bo2o, booe, - Sin pérdida de generalidad y por conveniencia, se hace la siguiente corres-

pondencia entre los vértices del tetraedro y la combinacién tetraédrica candnica:

baoo = [7200, Y200, 2200, 1] — [1,0,0,0].

bo20 = [T020, Y0205 2020, 1] = [0,1,0,0].

boo2 = [Too2, Yooz, 2002, 1] — (0,0, 1,0].
P = [Pe, Py, D2, 2g) — [0,0,0, 1.

Dado que los puntos de control intermedios yacen en las caras de T', su representacion en

coordenadas tetraédricas es la siguiente:

b110 = Ui10b200 + Vitobo2o + Wiiobooz + Si10p

= [U1107 ‘/1107 Oa SllO]

bo11 = Uo11b20o + Vor1bo20 + Wor1booz + So11p

= [07 %117 WOlla SOll]

b1o1 = Ui01b200 + Vioibo2o + Wio1booz + S101p
= [U1017 07 W1017 5101]

Notese que las coordenadas nulas en los puntos intermedios se corresponden los vértices
del tridngulo que yacen en la cara de T respectiva (véase Figura 2.9). El parche racional
cuadratico triangular de Bézier escrito en funcién de sus coordenadas tetraédricas queda

como sigue:

b(u)w = u2 + 2U110U)110UU + 2U101’UJ101U’UJ.

b(u)y = 'U2 + 2‘/110’LU110UU + 2‘/011w0111)’w.
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b(u)z = 'lU2 + 2W1011U101U1U + 2W011w0111)w.

b(u), = 2S110wi10uv + 25101 W101UW + 25011 Wo11 VW.

FIGura 2.9. Dominio tetraédrico con un punto de control intermedio.
Luego, la representacién del parche en R? en sus coordenadas afines sera:

2
u” + 2U110U)110UU + 2U101’UJ101’U/UJ

X = )
2S1owi10uv + 25101 Wig1uw + 28011 Wo11 VW
v _ v? + 2Vij0wi10uv + 2Vo11 worvw
2S110W110uv + 2S101W101UW + 25011 Wor1VW
7 w2 + 2W101’LU101U1U + 2W011’LU011’U1U

2S110w110uv + 2S101W101 YW + 28011 Wo11VW
Usando la técnica de eliminacion de parametros, basada en las matrices de Sylvester, se

eliminan los parametros u, v, w. Sean:

P, = (2S110w110uv + 2S101wi010w + 2S5011we11vw) X

— (u? + 2U110w110un + 2U 01w, uw)

Py = (25110’LU110U'U + 25101w101uw + 250111U011U’LU)Y

— (’U2 4+ 2Vitowiouv + 2VE)ll“’Ollvw)

P, = (2S110w110uv + 2S101w101uw + 25011 w1 vw) Z

— (w2 + 2Winwipruw + 2Woi1worp vw)
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Por la extension del resultado se hara el siguiente cambio, tinicamente con propositos de-

mostrativos:

Uiio = a, U1 = b, Viig = ¢, Vouu = d, Wig1 = ¢, W11 = f

S110 = g, S101 = h, Soi1 = 1.

Se calculan los resultantes de los polinomios P, P,, P obteniendo dos polinomios en funcién

de v, w.
Res(Py(v,w),Py(v,w),u) = dvweniw(—twopow + 2bwyhw? + 2wobwigjwi +
2wvdw110izw101 + 2’112&111%10@)}/2 — 4’11(1)?]111110 + iL’LUl()l’LU)(—’l}2§’LU110 — 2§1w02w011w1101) +

21)6%11)01111)’(1]110 — vizwwlw — Q}ALU)101’(U2CZU)011)YX — 4’(](21]2&’(1]%106’211)01111) —+ vzl;wmlwgwuo —
wortwv? — 2udwd w2 + viaw?,g + 2bwy wihdwe; + 202w gdwew + vbw?yw?h +
20bwig1wéwnpiwer + 2vaws10hwiorw?dwen + v2awphwigw + 2vl§w101w2gwuoc§w0n)Y +
4v26w110(—v2§]w110 — 2gwdAw011w110'U + QUEE’LUQH’LUUJHO — UiLUJlQl’LU — 2izw101wchw011)X +U2(U +

2wdw011)(—v + dvaw?, ¢ — 2wdwy; + 43w101wéw110)

Res(Py(v,w),P,(v,w),u) = —2vw(véwip — 2vfwericwig + 2wdweréwigr — wéwyg) +
2w(—hwipw? — 2wfwevhwiy + 2wiwgvéwipn — wegwiyg — 2fwev?gwig)Y —

21)(—1)2@11)110 — 2§wdw011wuov —+ 2véiw011ww110 — vhw101w — 2hw101w2dw011)Z

Aplicando de nuevo el resultante a los polinomios obtenidos, y sacando w factor comin,
resulta una superficie implicita de grado cuatro en términos de X,Y y Z. Por la extensién
del resultado sustituyen los coeficientes de cada monomio por A,,, donde el subindice se
corresponde con el grado de cada monomio:

A101 ZX + A1oY X + Ao XY + Aon Z 4+ Ao12Y Z% 4+ Asn ZX? + AgpaY?Z% + Agpo X?Y? +
A1 X2Y Z + A13o X Y3 4 Aggo X2 + A101 XY 2 Z 4 Ao X2Y + AgooY? + A510 X3Y + Ao Y Z +
A3 X Z% + AgsY Z° + Ain XY Z + Ao X222 + Ao X + Asn XPZ + AgsoY? + AgoaZ? +
Aoz Z® + AoroY + Ao X Z% 4+ Az X? + At Y?Z + Ag12Y 2% + Aps1 Y2 Z + Aooo

Por ejemplo, se tiene que:
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— Db A2 a2 B225m02  an2 ADbh A2 a2 Bha2 i
NP 3 73 N PPN 3 ~ 97
8abic Wi101Wi19Wo11  — 2bdguwipiwiiowonn — 8abgdcw101w110w011 — 2adhwigwiowon  +
~27 A7 3 ACAT 2 2 7249 2 7502
El resto de los coeficientes se puede obtener calculando estos resultantes con un programa

de céalculo simbdlico como Maple 7.

5. Dominio de un parche de Bézier expresado en coordenadas baricéntricas y

afines.

En el capitulo anterior se presentaron las coordenadas baricéntricas como una terna de
coeficientes (u, v, w) que representan a un punto p € R? respecto a un domino triangular en
el plano. Usando la condicién v 4+ v + w = 1, el dominio triangular baricéntrico se escribe

como un dominio triangular afin que depende unicamente de dos variables (s,t) (Figura

2.10):

A
H ,
H /

F1GURA 2.10. Dominio en coordenadas (u,v,w) y coordenadas (s,t).

P = u(zo, Y0) + v(@1,y1) + w(w2, y2).

Su representacién en forma matricial es:

To T1 To U uTy + vr1 + wrs S
Yo Y1 Y2 v = uYo + VY1 + WY2 = t
1 1 1 w U+ v+ w 1

Con este cambio de base el dominio queda expresado en términos de dos variables, por lo

que cada punto del parche ahora depende de (s,t), donde
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s =urg+vr] +wre, t=uyo+vy +wys, 1l=u+v+w.
6. Parche de Bézier en coordenadas homogéneas.

Sea b(u) un parche cuadrético racional triangular de Bézier y sean {b;};—2, i = (7,7, k)
sus puntos de control en R?. Para estudiar el parche en el espacio proyectivo, se procede de
manera similar al caso ya visto de curvas de Bézier racionales en P2. Esta superficie en P?

se define como:

[b(u)] = [bx, by, b,, by].
Donde

bx = x200u2 + 1'020’112 + ZL’Q()Q’LU2 + 2!13'110’&'11 + 21’101UU} + 21’0111)’LU.
b, = Y200t + Yo20v” + Yooaw” + 2Y110U0 + 2y101UW + 2Yp110W.
b, = 2a00U? + 20200° + 2002w? + 22110V + 22101UW + 22011 VW.
bw = u2 + 'U2 + 'LU2 + 2w110u'U + 2’LU101U1U + 2’LU011’UUJ.

Obsérvese que el parche depende del representante de clase que se escoja para sus puntos de

control, es decir:

> B wlB" #;{ww[?BB; }

li=n]|

Con esta representacién se puede considerar un parche de Bézier en P3, como un parche

polinomial. Esta representaciéon la usaremos en el proximo capitulo.



Capitulo 3

Construccion de un parche de Bézier cuadratico.

En general la expresién implicita de un parche cuadratico racional de Bézier, tiene grado
cuatro, en este capitulo se presenta un algoritmo que permite construir un parche racional
cuadratico de Bézier cuya expresion implicita tiene grado algebréico dos, sin tener conocimien-
to previo de la cuadrica donde yace. Para ello, se escogen libremente los tres puntos de control
e interpolacion bgsg, booz, bagg, dos de los tres planos tangentes sobre estos puntos y los puntos
de control intermedios bg1, bo11, b11g ¥ sus pesos correspondientes con ciertas caracteristicas

especificas.

1. Construccién de un Haz de Superficies Cuadraticas.

El propédsito del algoritmo es construir un parche racional de Bézier b(u) cuya ecuacién
implicita sea de grado dos. Para esto se define una familia general de superficies cuddricas
@) sobre la cual se construye el parche conico. Este haz es construido a partir de una conica

de Bézier en un plano.

1.1. Cénica de Bézier. Sean box = (020, Yo20), booz = (Zoo2; Yo02), oo = (200, Y200)
y do = (d}, d2) cuatro puntos en R?. Existe una familia C,,(¢) de cénicas racionales de Bézier

estandar, definidas por bgog, booz, dg, donde cada conica C', se corresponde con un peso w,

C (t) . S(I(]Qotz + Qtd(l)(l — t)w + LL’OQQ(l — t)2 y020t2 + Qtdg(l — t)w + y002(1 - t)2
b 2l —-—tw+ 1=t 7 (B2l -tw+ (1 -1)?)

Sin pérdida de generalidad y por conveniencia, se consideran los puntos de control de la

siguiente manera (véase Figura 3.1):

bozo = (0,0), bago = (2200, Y200), booz = (To02,0) y do = (dj, d3)

Quedando el haz de cénicas definido por:

33
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2wdt(1 —t) + zgo2(1 — t)* 2wdit(1 —t)
(3-1) Cw(t) = 2 ° 2.2 ° 2
2+ 2wt(1—t)+ (1 —¢)° "t +2wt(1 —¢)+ (1 —1)
do
w:1WZ=2/3
bozo w=1/4 .
I:)002

F1GURA 3.1. Haz de cénicas C,,.

Usando la técnica de eliminacion de parametros, basada en las matrices de Sylvester, se

obtienen los polinomios:

P, = X(t* +2wt(1 —t) + (1 — t)%) — Qwdjt(1 — t) + mopa(1 — 1)?)

P, =Y (£ +2wt(l1 —t) + (1 —)?) — (2wdst(1 — t))

Calculando Res(P,, py,t), se obtiene la expresién implicita de la cénica.

Cw . 4d(2)w2 (l’oogd(l]y — (Qd(l] — IOQQ)YX + dg(X2 — ZL’Q()QX)) + (4d(1)w2(d(1] — 1’002) + x302)Y2 =0

donde C,, es la familia de cénicas dada por 3.1 en R? indexada por el peso w. Considérese
un tercer punto de interpolacion bygg con el cual se fija el parametro libre de C,,. Al sustituir

bogo en la familia de cénicas, se obtiene que:

Fy
2(v F1 Fy)

donde Fy, F, Fy, F3 son las areas signadas correspondientes a los tridngulos Ag(boo2, do, Dozo),

(3.2) w =

Al (Ibg()o, d(), Ib()g()), Ag(lbo()g, d(), Ibg()o), y Ag(lbo()g, Ibg()o, Ib()g()) respectivamente, méS claramente:
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y

1
A(A(xyz)) = =det

2 11
donde x = (z1,%2),y = (y1,92) ¥ z = (21, 22). Sustituyendo la expresién 3.2 en C,, se obtiene
la expresion implicita de la cénica determinada por los puntos bgog, boo2, boge v las rectas
tangentes foa0 = Y3005 X To02 — Y300Y doToo2 ¥

ooz = —y§00d§x002 (X - $002) + (y§00$002d(1) - y%ooxgoz)y

c(X,Y): F3(—d)Y + d5X)* + Fi Foxpy,Y? — Fiaoe(ds — Y)(—dgY +d3X) =0

Por su construccion, la cénica c esta definida por tres puntos de interpolacién y dos rectas
tangentes predeterminadas. Antes de trabajar en un espacio tridimensional, definimos el
triangulo A(do, di, ds) cuyos vértices son los puntos de interseccién de las rectas tangentes
a la cénica por los puntos de interpolacién (véase Figura 3.2). Este tridngulo serd la base
del tetraedro a partir del cual se definirdn los puntos de control intermedios del parche de

Bézier.

d L 4 A d
! ta00 b200

FIGURA 3.2. Conica Bézier con sus rectas tangentes.

Las rectas too ¥ ooz son tangentes a c(X,Y") en bgag v booe respectivamente, se preestablecen
para definir la cénica c(X,Y) y la recta tog se obtiene a partir de la expresiéon de ¢, més
aun:
ta00 = (Y005 (Z002 — 2200) + Ya00(2dp — To02)) (X — Z200)
+ (Y300 (dg (o2 — 2200) + T200T002) + Y200dg200(T200 — 22002)) (Y — 200)
Los otros dos vértices del triangulo, d; y dy se obtienen calculando las intersecciones entre

020, t200 Y too2:
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g - Fyd} Fyd;
YT \2R + By 2F, +

i ((2Fimon + Fydy  Fsyd]
2 OF, + F3 ' 2F, + F;

1.2. Construccién de un haz de superficies cuadricas Q,. El haz de cuddricas se

genera a partir de un cono de base ¢(X,Y) = 0. Consideremos la cénica ¢(X, Y') en un espacio
tridimensional, existe una inclusién natural de R? — R3 dada por (X,Y) — (X,Y,0). Los

puntos de control que definen a ¢ quedan ahora expresados como:
bogo = (0> 0, 0), boo2 = (!76002, 0, 0), bago = (1'200,9200, 0)
dO = (d(l)vd(2)70)v dy = (d%,d?,O), dy = (d;7d§70>
Considérese un punto en el espacio p = (po, p1, p2) tal que no sea coplanar con boag, booz, b2go,

es decir, ps # 0. Sea C el cono que tiene por base ¢ y vértice p (véase Figura 3.3), su ecuacién

implicita estd dada por:

C: 2F2FRyd2piX + 2F FopadyY + F2(d2)? X3 — pi(—adgo FiFo — (d})? F + F2aonody)Y? +
dABFEp3(—2d} + 2900)Y X + 2F3 Fopa (dipo — prds) Z + (FE(d2)*pi + x300 1 Fop? + 2F3 Fopipo —
2L Fidipy — 2F3dip1dipo + F5(d5)*p + 2F§Fodipy — F3aaoopidy) Z* — po(—2F5wa00dipr +
22500 1 Fopy + 2Fo Fidy — 2podidy F + 25 (dg ) *py + 2F0 Fi'po) ZY — d§FE pa(2200p1 — 2p1dy +
2d3po — 2F0) X Z =0

El haz de cuddricas se define por:
(3.3) Q=C+ VA

donde cada superficie ), esta indexada por el pardmetro A € R (véase Figura 3.4).

P

FiGuRrA 3.3. Cono C(X,Y,Z)=0 de vértice p y de base c.
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e o8

A=150 A=300 A=50

FI1GURA 3.4. Variacién de la cuddrica en funcién de .

2. Construccion del parche de Bézier

Sean Tyog, Too2, ¥ T200 los planos definidos por el punto p y las rectas tog, too2 v t200 respec-
tivamente. Estos planos son tangentes al cono en by, b2, v bago respectivamente (véase

Figura 3.5). Nétese que:

t020 t002

FIGURA 3.5. planos tangentes a las cuddricas.

e Los planos g0, Too2, T200 SON tangentes a cada cuadrica del haz Q).
e Los planos tangentes se intersectan en las rectas dadas por los puntos pd;, i =0, 1,2
y por las propiedades de los parches cuadricos de Bézier los puntos intermedios yacen

sobre estas rectas.

Esta construccién del haz Q) se basa en el comportamiento de las cénicas de Bézier. Dada
una cénica de Bézier general b(t), para todo w, la cénica es tangente a las rectas boby, byby
en los puntos by y by respectivamente. Cuando el peso w tiende a infinito, la cénica de Bézier

tiende a las rectas HTOE y lb/QE, que definen la cdpsula convexa. Asi mismo, al hacer w = 0
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se obtiene la recta doble U(TOE. Anélogamente, ocurre para el haz @), si A = 0, la cuddrica
es la superficie extrema, es decir, el cono C'. Tomando A — oo, (), tiende al plano doble que
conforma la base de C, y si A € R — {0}, se obtiene una superficie cuadratica, cuyos planos
tangentes en los puntos extremos son Tyag, Too2, T200-

Para asegurar que el parche de Bézier yace sobre alguna superficie (), es necesario restringir
sus puntos de control intermedios. Dado que Ty29, Too2, T200 SOn los planos tangentes al parche,
se definen los puntos biyg, bior, bor1 tales que estén sobre las rectas pd; respectivas, més

claramente:

bo11 = oop + Todo

bi1o = o1p + 1dy

bio1 = 02p + T2d>
donde 0;,7; € R (1 =0, 1,2) (véase Figura 3.6).

F1GURA 3.6. Ubicacién de los puntos de control intermedios del parche de Bézier.

Es necesario encontrar valores adecuados para o;, 7; tales que el parche de Bézier sea algin
Y

@ Un parche racional de Bézier en su forma estandar pondera con pesos Unicamente sus

puntos de control intermedios. Para calcular los pesos en este caso particular, estudiemos

la expresion de sus puntos de control en el espacio proyectivo. Conviene recordar que los
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puntos de control extremos del parche tiene pesos wgog = woge = wagg = 1, por lo tanto, sus

coordenadas homogéneas son:

b2 = [07 0,0, 1]7 bog2 = [%027 0,0, 1]7[bzoo = [$2007 Y200, 0, 1]

Los vértices del tetraedro se escriben como:

dO = [wod(lpwod(z),@wo], dl = [wldiawld%aoawl]a d2 - [de%and;Oan]? P = [p07p1ap2a ]-]

donde wy = w es el peso asociado a dy. Sin pérdida de generalidad, se considera p3 = 1. Asi,

los puntos de control intermedios en P? estan dados por:
boi1 = [oopo + Tody, oop1 + Tody, Top2, 0 + Towo)

b11o = [o1p0 + 7'1d(1), o1p1 + 7'1d(2), o1p2, 01 + Tw

b1o1 = [o2p0 +7'2dé, O2P1 +7'2d(2)> T2, O + ToWws]

de donde se obtienen los pesos correspondientes a los puntos intermedios:
Wo11 = O¢ + ToWo, Wiip = 01 + T1W1 Y Wil = O2 + TaWs

Finalmente, el parche de Bézier en sus coordenadas homogéneas queda expresado como:

donde,

X(u) = 2((rodjwo + oopo)vw + (—Teze02dy200 + 2T2To02dgT200 + T2po)uw
+(01P0 — T1¥200T002d)uv) + Tapou? + Tpzw?
Y (u) = 2((oop1 + Todgwo)vw + (Taya00dg o0z + T2p1)uw + (01p1 — T1y00dGTo02)uv) + Yoo
Z(u) = 2(o1pauv + o9pruw + oopvw)
W (u) = 2((rowg + 0o)vw + (09 + Tews)uw + (rywy + o1)uw) + u? + v2 + w?

con:

Fy

2(vV 1 Fy)

wo = , wy =2F+ F3 y wo =2F + F3
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Para obtener la expresion de los puntos de control intermedios y pesos, se sustituye la

parametrizacién del parche de Bézier en la expresién implicita del haz de cuddricas (3.3):

_ Z(v)
W (u) W (u) Z= W (u)

obteniendo un sistema de seis ecuaciones. El valor de A se calcula de la ecuacién mas sencilla

del sistema, resultando:

N\ — _x(2)02d8y§00(75 —1)
0=

2
4o

Al sustituir A\g en el haz, se obtiene un sistema de cinco ecuaciones en funcién de los o; y 7;:

(Flag — Fyol — AF  FyFoo2711? + Fyoird =0

VL1 4 2V FLFa Fimyog 4 2F, Fimi1o0g — 017/ FiFy = 0

I'= § —FyWF Fy0109 — AR\ FL Fy Foolmomy — FyFLo2m + Fyor00V/FLF 78 =0
ooV L1 — 00/ FLFy — 2, Fyg100 — 28/ F1 F2 Fai00 = 0

| Faod — AR Fo oo — Food + Fuors =0

La ecuacién intermedia del sistema I es linealmente dependiente del resto por lo que el
sistema se reduce a II. Con la finalidad de reducir el niimero de ecuaciones, se utilizaron
las bases de Grobner para obtener la base del anillo de estos polinomios. Sin embargo, los

resultados no fueron concluyentes, por lo que se resolvio el sistema I1 de ecuaciones usando

Maple 7.

p

Flag - F()O'% - 4F1F0F20'g7'12 + FQO'%’T(? =0
g1V F1F2T02 + 2\/ F1F2F1T20'0 —+ 2F2F17'17'00'0 — 01V F1F2 =0
0924V F1F2’7'02 — 02V F1F2 — 2F2F17'07'20'0 — 2\/ F1F2F27'10'0 =0

FQO'g — 4F1F0F20'87'22 — F(]O'g + F()O'%Tg =0
\

Il =

Este sistema tiene un conjunto de ocho soluciones para o; y 7, ¢ = 0,1,2, de las cuales
existe un subconjunto de seis soluciones que anulan el parametro Ay los cuales no fueron
considerados ya que si A\ = 0, entonces la cuddrica se reduce al cono C. Sélo resultaron

utiles dos soluciones no triviales:
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09 = 0
= Tl
S 4/ FyFy\/F\ F,
1
1

T, = ———F—

T W/FRF

oL = ooy
\ vV ol

con og y Tg parametros libres.

con Ty, T y 09 pardametros libres y (g, 72) =

(
Opg = 19(7'0> 7'2)02

_ 0'2(—’7'0\/ F1F2 —|— 4F1F2’7'2’19(’7'0, 7'2))

= 11—V F1F2’7'02 + \/ F1F2 + 4F2F1’7'0’7'2’l9(7'0,7'2)
\ 4 V(1 75)

\/F2(16F0F17'22 — 1)F0(—1 + ’7'02)

de estas soluciones, se calcula el parche de Bézier asociado

/X YW Z(u
blw) = (W(u)’ W(u)’ W(u))

el cual satisface la ecuacion del haz. Analizando las soluciones, se tiene que:

e Para Sy, el pardmetro oo = 0. Dado que los parametros o;,7; ¢ = 0,1,2 son
razones entre el punto p y los d; correspondientes, se deduce que el punto de control
b1g; = do, nétese que 7 no depende de ningtin o; 6 7;. Como consecuencia de lo
anterior, la curva de Bézier definida por el punto de control by, es una seccién de
la cénica (véase Figura 3.8). Los unicos parametros libres son oy y 75 por lo que
el punto de control asociado bgy; es el tnico que se puede fijar libremente sobre
la recta pdy. Para esta solucién en particular y considerando la definicién de o; y
71, existe una relacién directa entre bgi; v byig, es decir, los pardmetros oy y 7o
definen a ambos puntos simultaneamente. A pesar de que para cualquier valor de
090, To, la ecuacion del parche de Bézier generada por S; cumple con la expresion
del haz de cudadricas, la representacién geométrica no siempre es estable. Esto se

debe a que para cierto valores de oy y 7, la expresién W (u) se anula ocasionando
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que el parche contenga un punto en el infinito. Para evitar esto, el parametro oy
debe ser positivo y 79 € (—1,1). Ambas condiciones restringen la ubicacién de los
puntos bi1g y bp1; a un entorno cercano al tetraedro pdydids, generando parches
con una representacion geométrica estable. A pesar de la inestabilidad numérica del
algoritmo, el objetivo principal se cumple para la solucién S;. A continuacion se

muestran varios ejemplos:

b'HU

_1
L

FI1GURA 3.8. Parche generado por Si, con 19 = % y o9 = 4.
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bHO ‘

Ficura 3.9. Parche generado por Si, con 19 = —% y o9 = %

e En la solucion Ss, el tinico punto de control que se puede ubicar libremente es byg;
ya que esta definido por los pardametros libres o5 y 75. Sin embargo, observando la
expresién de ¥(7, 72) se tiene que, para no anular el denominador, necesariamente
Ty # #, mas atn es necesario que el valor de 7 sea lo suficientemente pequeno

4/ FoFy
para que la expresion de J(7p, 72) no tienda a cero, anulando asi los pardametros
dependientes. Ademds es necesario que el argumento de la raiz de J(7p, ) sea
positivo, por lo que el valor de 7y depende de las areas signadas. Es necesario que
(—1 + 72) sea negativo, 75 € (—1,1). En caso contrario 1y € R — {(—1,1)}. De
nuevo, a pesar de que para todo valor de 7y, 75 y 09 la ecuacién del parche de
Bézier generado por la solucién S, satisface la expresion del haz de cuadricas, la
representacion grafica no siempre es estable, debido a las razones expuestas para Sj.
Para generar un parche geométricamente estable, existe una codependencia entre
los pardmetros oy y 7o, tal que, si 7, > 0, 09 € (0,1) y si » < 0, 09 > 0. Al
asignar valores dentro de estas condiciones, se ubica el punto bgy;. El tercer punto
de control by asociado a 71 y o7 se fija automaticamente al definir los dos anteriores.

A continuacién se muestran varios ejemplos de parches generados con esta solucion:
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.
bO‘H

—_

F1icurA 3.10. Parche generado por So, con o9 = %, Ty = % y To = %

FIGURA 3.11. Parche generado por So, con g9 = %, Ty = —% y T = %
A continuacién se desarrollan completamente algunos ejemplos:
2.1. Ejemplos:
EJEMPLO 3.1. Sean
bo2o = (0,0,0), bago = (2,2,0), beo2 = (4,0,0),dy = (2, —2,0)

los tres puntos de control extremos del parche y el punto dy con el cual se fijan las rectas

tangentes a la cénica. Siguiendo el algoritmo presentado en este trabajo se tiene que:
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FIGURA 3.12. Parche generado por So, con g9 = %, Ty = —% y T = %

e La conica de Bézier ¢(X,Y) dada por estos cuatro puntos y las condiciones de

tangencia es: (véase Figura 3.13).

c(X,Y) = —24Y? — 8X? + 32X + 32V

1,5
¥ ]
L5
. ; . ; . ; .
1 2 3 4
x

-0,5 3

FIicura 3.13. Coénica de Bézier que interpola a bgag, boo2 ¥ baogo

e Sea p = (3,1,1) el vértice del cono (véase Figura 3.14). Su ecuacién implicita

esta dada por:
C:—=24Y? +16YZ + 322> — 8X* + 16X Z + 32X — 12827 + 32Y =0
e Luego el haz de superficies cuadraticas generado a partir de C es:

Q= —24Y? +16Y Z 4+ 327% —8X* + 16X Z + 32X — 1287 + 32Y + \Z*
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FIGURA 3.14. Cono de base ¢ y vértice p

e Para construir el parche en P?, se homogenizan los puntos de control extremos, los

puntos d; y el vértice p.

[b020 = [07 07 07 1]7 [b002 == [47 07 07 1]7 [b200 = [27 27 07 1]
Los vértices del tetraedro se escriben como:
1
dy = ll, —1,0, 5} , di = [—16,16,0,8], do = [—48,—16,0,—8], p=[3,1,1,1]

e Se definen los puntos de control intermedios en funcién de los coeficientes o;, 7;,

1 =0,1,2, como sigue:

1
bo11 = {37'0 + 7o, To — To, 00, To + 370

IbllO = [3’7‘1 — 167’1,7’1 + 16’7‘1,0’1,’7‘1 + 87’1]

Ib101 = [3’7‘2 — 487’2,7’2 — 16’7‘2,0’2,’7‘2 — 8’7‘2]

e La expresién homogénea del parche es:
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X (u) = 4w? + (60, — 327 )uv + 2u* + (609 + 270)vw + (605 — 967 )uw
Y (u) = (207 + 327 )uv + 2u® + (200 — 270)vw + (209 — 327)uw
Z(u) = 2uvo; + 2uwos + 2vwoy
W(u) = v + w?® + (1671 + 201 )uv + u® + (200 + To)vw + (209 — 1672 )uw
e Se inhomogeniza el parche y se sustituye en la ecuacion implicita del haz para

32(—1+173)
2L+ )

o,
0
e Se sustituye A\ en la ecuacién implicita del haz, obteniendo el sistema de ecuaciones:

obtener la expresién de A\g. En nuestro caso particular, A\g =

(

—802 + 802 + 20480277 — 80i1E =0
8017¢ — 1287900 + 128717900 — 801 = 0

80978 — 809 — 128797900 + 1287109 = 0

—80% + 20480273 + 803 — 80313 =0
\
de donde se obtienen las dos soluciones S7, 52 que no anulan A y las expresiones

para los o;, 7;

1 = 0,1, 2. Considerando S; como solucién y haciendo o9 =2y 79 = %, se tiene que:

1

oo = 2, =135
01 =4, T1 = 39
1
:O = ——
02 , T2 16

e Con esta solucién se calcula el valor de A\ y el parche de Bézier asociado a este.
En nuestro caso particular, A = —6. El parche de Bézier y la cuddrica subyacente

asociada se muestran a continuacién (ver Figura 3.15, Figura 3.16).
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.bHO

dO bOOZ

FIGURA 3.15. Ejemplo del parche racional cuadratico con la primera solucién.

b101

b002

FIGURA 3.16. Ejemplo del parche racional cuadrético y la cuddrica Q_g asociada.

EJEMPLO 3.2. Siguiendo el ejemplo anterior usando como solucién Ss, y haciendo

1

y T2 = 1000

To = %, se tiene que:

1
oo =0512,5 719 = >

g1 = 0,08 T = 0,022
1 1

0'225 ngm.

Con esta solucion se calcula el nuevo valor de A y el parche de Bézier asociado a este. Para

este ejemplo, A\g = —779. El parche de Bézier y la cuadrica subyacente asociada se muestran

a continuacién (ver Figura 3.17, Figura 3.18).
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bl(’)‘l
v

FIicuRrA 3.17. Ejemplo del parche racional cuadrético con la segunda solucién.

bior”

bZOO

FicurA 3.18. Ejemplo del parche racional cuadratico con la segunda solucién y

la cuadrica asociada.



Conclusion

El objetivo de este trabajo fue la elaboracién de un algoritmo que permitiera la construc-
cién de un parche racional de Bézier cuya ecuacion implicita fuera de grado dos. Para la
construccion de este algoritmo, fue necesario el estudio curvas y superficies de Bézier tanto
en su forma polinomial como en su forma racional, sus propiedades y su representacién en el
plano proyectivo y espacio proyectivo respectivamente. El algoritmo se basa en la construc-
cién de una cénica en algin plano, para su diseno se prescriben tres puntos de interpolacién
y dos rectas tangentes. Al calcular la tercera recta tangente por el tercer punto de control
se obtiene un tridngulo A(dydids) que circunscribe a la cénica. Seguidamente se escogié un
cuarto punto p fuera del plano donde yace el tridngulo y se construyé el cono C' de base
la conica ¢ y vértice el punto p. A partir del cono, se construye una familia de superficies
cuadréiticas Qy, A € R definida por Qy = C + Z?)\. La expresién del haz de cuddricas se
basa en la construcciéon y comportamiento de una cénica de Bézier: Al tender el peso w de
una conica de Bézier al infinito, ésta tiende a las rectas laterales que definen su poligono
de control, y si w = 0, se obtiene la recta doble definida por la base del triangulo de con-
trol. Tomando esta referencia para el caso del haz con el cono C' como capsula convexa que
contiene a las cuadricas del haz, si A = 0, la superficie cuadratica correspondiente es C,
y si A — 00, el haz tiende al plano doble que conforma la base de C'. En cualquier otro
caso, (), es una cuadrica no degenerada. Las caras del tetraedro dyd;dsp son tangentes al
cono, y por tanto a la familia de cuadricas ),. Se escogieron los puntos intermedios del
parche sobre las rectas de interseccién de los planos tangentes a C, es decir, en las rectas

pd;, parametrizédndolos en términos de las razones entre p y el d; correspondiente, esto es:
bo11 = oop + Todo
D110 = o1p + 11dy

bio1 = 02p + Tady

50
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donde los coeficientes o;,7; € R. Se substituyd la expresion afin del parche en la ecuacién
del haz, calculando la expresién general de A y generando un sistema de cuatro ecuaciones
linealmente independientes cuyas incognitas son o; v 7, ¢ = 0,1,2 el cual se resolvié uti-
lizando Maple 7. Se obtuvo un conjunto de ocho soluciones para los coeficientes o; v 7; de
los cuales sélo dos resultaron no triviales. Sustituyendo estas soluciones en la expresion del
parche se obtuvieron sus puntos y pesos intermedios garantizando que el parche de Bézier

sea una de las superficies del haz de cuadricas, Q).

Los parches triangulares cuadraticos en general son caracterizados por la versatilidad que
tienen al representar superficies curvas con la posibilidad de conectarlos con conexién de clase
CO'. La ventaja de este trabajo radica en que la expresién implicita de un parche obtenido por
este algoritmo es de grado dos sabiendo que en general la expresion implicita de cualquier
parche triangular cénico tiene a lo sumo grado cuatro. Para futuros trabajos seria interesante
estudiar la conexién suave de dos parches de Bézier bajo las condiciones que se proponen en
este trabajo, estudiar a fondo la estabilidad numérica de las soluciones Sy y Sy obtenidas y
estudiar la parametrizacion de cualquier cuddrica en términos de los parametros de Bézier,

es decir, los puntos de control y los pesos, usando proyeccion estereografica.



o

A

Bibliografia

FARIN, GERALD, Curves and Surfaces for Computer Aided Geometric Design: A practical guide, 4th
Edition (1997).

GUDRUN, ALBRECHT, An algorithm for parametric quadric patch construction, ENSTAME - Laboratoire
MACS, Université de Valenciennes (2004).

SANTALO, L, Geometria Proyectiva, EUDEBA, Buenos Aires (1977).

Cox, D; LiTTLE, J; O’sHEA, D; Using Algebraic Geometry, 2nd Edition, Springer (2005).

FARIN, G; HoscHEK, J; KiM, M.S., Handbook of computer aided geometric design, Elsevier (2002).

52



