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a la que llama humor. A Ivens por compartir melod́ıas madrugadoras y sacarme a pasear de

vez en cuando y de cuando en vez. A mis amigos del Chapter, por d́ıas de gloria, trabajo

en equipo y mejores tiempos por venir. A mi querida Chepina y sus ideas multicolores y a

J.J. y su humor color azabache. A mi nueva familia. Al sótano y sus blue meanies: Dude,
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2. Construcción del parche de Bézier 37
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Introducción

El área de la modelación geométrica estudia curvas y superficies básicas con la finalidad

de representar objetos más complejos. Estos objetos pueden ser representados de manera

impĺıcita o paramétrica. Uno de los principales problemas que aparecen al trabajar con un

objeto expresado impĺıcitamente es que, el grado de este puede ser muy elevado complicando

los cálculos. Por lo tanto, en general se trabaja con objetos geométricos expresados de forma

paramétrica. En este contexto resaltan las curvas y superficies de Bézier. Estas se construyen

a partir de un conjunto de puntos cercanos a la curva (superficie) denominados poĺıgono de

control. Al modificarlos, la curva o superficie cambia intuitivamente de manera suave y

predecible. Para este trabajo en particular se utilizan superficies racionales cuadráticas de

Bézier, caracterizadas por tener parámetros extras de control además del poĺıgono: los pe-

sos. Los pesos permiten modificar, hasta cierto punto, la traza de la superficie sin alterar

los puntos de control o las tangencias, dándole mayor flexibilidad. En caso de que los pesos

sean positivos, la traza de la superficie está completamente contenida en la cápsula convexa

definida por sus puntos de control.

Al calcular la ecuación impĺıcita de una superficie racional cuadrática de Bézier resultan

que tienen a lo sumo grado algebraico cuatro. El objetivo principal de este trabajo es con-

struir un parche racional cuadrático de Bézier cuya ecuación impĺıcita sea de grado dos. Para

esto se construye una cónica de Bézier que interpole tres puntos de control a partir de la

cual se define un cono C. Basándose en la construcción y comportamiento de una cónica de

Bézier se considerandan los planos tangentes al cono como cápsula convexa, se genera una

familia de superficies cuádricas a partir de C. Tomando los puntos de control intermedios

sobre las rectas de intersección de los planos tangentes, se construye el parche racional de

Bézier garantizando que este yace sobre una de las superficies cuádricas de la familia, por lo

que su ecuación impĺıcita seŕıa de grado dos.

1



INTRODUCCIÓN 2

Los caṕıtulos están organizados como sigue: En el primer caṕıtulo se presenta el marco

teórico correspondiente a las curvas de Bézier, curvas racionales de Bézier y sus propiedades,

ver [1], aśı como una visión intuitiva del plano proyectivo. Se desarrollan las coordenadas

homogéneas y las coordenadas baricéntricas, que más adelante ayudarán a definir el parche

de Bézier. Por último se estudian las curvas de Bézier en el plano proyectivo y se presentan

a las Matrices de Sylvester como método para calcular su expresión impĺıcita, las cuales se

pueden estudiar con mayor profundidad en [4]. Para mejor referencia respecto a geometŕıa

proyectiva, ver [3].

En el segundo caṕıtulo se desarrolla la teoŕıa correspondiente a los parches triangulares de

Bézier, parches racionales de Bézier y sus propiedades. Se utilizan las matrices de Sylvester

para obtener su expresión impĺıcita y se estudia su representación en coordenadas ho-

mogéneas y tetraédricas. Para una visión más amplia del tema de los parches de Bézier,

refiérase a [5].

En el tercer y último caṕıtulo se desarrolla el algoritmo que permite la construcción de

un parche racional cuadrático de Bézier cuya expresión impĺıcita tiene de grado dos, para

más detalles ver [2]. Este algoritmo caracteriza los puntos de control intermedios y los pesos

del parche a través de ciertos parámetros σi, τi obtenidos a partir de un sistema de ecua-

ciones generado por la expresión paramétrica de una familia de superficies cuadráticas. La

escogencia de estos parámetros garantizan que el parche yace sobre una cuádrica, por lo que

su ecuación impĺıcita es de grado dos. Finalmente se muestran los resultados obtenidos varios

ejemplos y las conclusiones.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se introducen los conceptos necesario para comprender completamente el

algoritmo que se presenta en el tercer caṕıtulo. Se definen los polinomios de Bernstein y se

listan sus propiedades, se presenta la definición de curvas de Bézier polinomiales y curvas

racionales de Bézier cada una con sus respectivas propiedades. Se muestra una visión intuitiva

del plano proyectivo, su definición formal y se presentan dos tipos de sistemas coordenados:

el homogéneo y el baricéntrico. Por último, se estudian las curvas de Bézier en el plano

proyectivo y se presenta un método para calcular su expresión impĺıcita.

1. Polinomios de Bernstein

Los polinomios de Bernstein de grado n están definidos de ls siguiente manera:

Bn
i (t) =

(

n

i

)

ti(1− t)n−i donde

(

n

i

)

=











n!
i!(n−i)!

si 0 ≤ i ≤ n

0 en otro caso

Ejemplo 1.1. Polinomios de Bernstein de grado tres:

B3
0 = (1− t)3, B3

1 = 3t(1− t)2, B3
2 = 3t2(1− t), B3

3 = t3

Véase Figura 1.1

Estos polinomios satisfacen las siguientes propiedades:

• Los polinomios de Bernstein forman una partición de la unidad

n
∑

i=0

Bn
i (t) = 1.

Para todo t ∈ R, nótese que:

3



1. POLINOMIOS DE BERNSTEIN 4

1 = (t+ (1− t))n.

Usando el binomio de Newton

1 =

n
∑

i=0

(

n

i

)

ti(1− t)n−i =

n
∑

i=0

Bn
i (t).

• Forman una base para los polinomios de grado menor o igual a n.

• Son simétricos, esto significa:

Bn
i (t) =

(

n

i

)

ti(1− t)(n−i) =

(

n

n− i

)

t(n−i)(1− t)(n−(n−i))

=

(

n

n− i

)

t(n−i)(1− t)i = Bn
n−i(1− t)

• Debido a su definición, sus únicas ráıces son 0 y 1.

• Son recursivos:

Bn
i (t) = (1− t)Bn−1

i (t) + tBn−1
i−1 .

• Si t ∈ [0, 1], entonces Bn
i (t) ≥ 0.
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Figura 1.1. Polinomios de Bernstein de grado 3.



2. CURVAS DE BÉZIER POLINOMIALES 5

2. Curvas de Bézier Polinomiales

Definición 1.2. Una Curva de Bézier es un segmento de curva paramétrica polinomial de

grado n en Rm y está dada por una combinación lineal de polinomios de Bernstein, esto es:

b(t) =

n
∑

i=0

biB
n
i (t).

donde t ∈ R y los coeficientes bi, 0 ≤ i ≤ n pertenecientes a Rm y se denominan puntos

de control.

Las curvas de Bézier tienen propiedades particulares y otras heredadas de los polinomios de

Bernstein, estas son:

• Dada la simetŕıa de los polinomios de Bernstein, se tiene que

b(t) =
n
∑

i=0

biB
n
i (t) =

n
∑

i=0

bn−iB
n
i (1− t).

La diferencia entre uno y otro es el modo en que se recorre la traza de la curva.

En el primero se recorre la curva desde b0 hasta bn y en el segundo desde bn hastab0.

• La curva de Bézier interpola el primer y el último punto de control ya que (Figura

1.2).

b(0) = b0 y b(1) = bn.

b0

b1

b2

b3

Figura 1.2. Una curva de Bézier de grado tres y su propiedad de interpolación

por los puntos extremos.

• Una curva de Bézier es tangente a su poĺıgono de control en los puntos extremos

(véase Figura 1.3). Nótese que b′(0) = b1 − b0 y b′(1) = bn − bn−1.



3. CURVAS DE BÉZIER RACIONALES. 6

b0

b1

b2

b3

Figura 1.3. Tangencia en los puntos extremos.

• Como la suma de los polinomios de Bernstein es igual a 1 y Bn
i (t) ≥ 0 para t ∈ [0, 1],

b(t) es una combinación af́ın de sus puntos de control. Esto implica que la curva

yace en el interior de la cápsula convexa definida por los puntos de control (Figura

1.4).

b0

b1

b2

b3

Figura 1.4. Cápsula convexa definida los por puntos de control.

• La curva de Bézier es invariante bajo transformaciones afines, es decir, dada Φ

una aplicación af́ın, se tiene que:

Φ(b(t)) = Φ

(

n
∑

i=0

biB
n
i (t)

)

=
n
∑

i=0

Φ(bi)B
n
i (t).

Esto significa que es suficiente cambiar sólo los puntos de control, por Φ(bi)

i = (0, · · ·n) como opuesto a aplicar Φ a cada punto de la curva b(t) (Figura

1.5).

3. Curvas de Bézier Racionales.

Es posible cambiar la traza de una curva de Bézier sin modificar sus puntos de control. Para

ello se introducen las curvas racionales de Bézier, donde ponderando cada punto de control
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Figura 1.5. Ejemplo de la invarianza af́ın: φ(bi) =
1
2bi + (2,−2).

por medio de escalares adecuados llamados pesos, se obtienen diferentes curvas de Bézier a

partir de un mismo poĺıgono de control.

Definición 1.3. Una curva de Bézier racional de grado n está dada por la siguiente expre-

sión:

b(t) =
w0b0B

n
0 (t) + · · ·+ wnbnB

n
n(t)

w0Bn
0 (t) + · · ·+ wnBn

n(t)
.

donde los puntos de control bi que yacen en Rm, los wi son escalares positivos que se

denominan pesos y t ∈ R.

La figura 1.6 muestra como cambia la curva al variar los pesos:

b0

b1 b2

b3

w1 =5

w3 =7

Figura 1.6. Curvas racionales con diferentes pesos.

Una Curva de Bézier Racional tiene las siguientes propiedades:



3. CURVAS DE BÉZIER RACIONALES. 8

• Interpola el primer y último punto de control:

b(0) = b0 y b(1) = bn.

• Es tangente al poĺıgono de control en los extremos (Figura 1.7).b′(0) = n
w1

w0

(b1 − b0)b′(1) = n
wn−1

wn

(bn − bn−1).

b0

b1

b2

b3

Figura 1.7. Tangencia del poĺıgono de control. Pesos w0 = 1, w1 = 2, w2 =

3, w3 = 1.

• La curva de Bézier Racional yace en la cápsula convexa que definen sus puntos

de control. Esta propiedad se desprende del hecho de que los puntos de la curva son

combinaciones afines de los puntos de control y los wi > 0 para i = 0, · · · , n.
• Es invariante bajo transformaciones afines, es decir, dada una función af́ın Φ,

se tiene que

Φ(b(t)) = Φ

(

n
∑

i=0

wibiB
n
i (t)

wiBn
i (t)

)

=
n
∑

i=0

wiΦ(bi)B
n
i (t)

wiBn
i (t)

.

• Si los pesos wi son todos iguales, el denominador de la curva de Bézier racional es

una constante, por lo tanto es una curva polinomial.

Las curvas de Bézier tienen otras propiedades útiles para la modelación geométrica que no se

incluyen en este trabajo ya que no son necesarias para su desarrollo, por ejemplo la derivada

de una curva de Bézier es otra curva de Bézier. Las curvas de Bézier racionales o polinomiales

son fáciles de desplegar por medio del algoritmo de De Casteljau, ver [1].
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4. Plano proyectivo: coordenadas homogéneas y baricéntricas.

La geometŕıa proyectiva es, en un sentido, la geometŕıa de la imaginación.

-J Bloomenthal.

Sea una recta l ⊂ R2 y un punto O fuera de ella. Consideremos ahora la recta a definida por

los puntos A ∈ l y O. Existe una correspondencia (llamada proyectividad) entre los puntos

de la recta l y el haz de rectas que pasan por O. Sin embargo, en el plano eucĺıdeo, esta

correspondencia no es biuńıvoca. A la recta l̂ que pasa por O paralela a l no le corresponde

ningún punto sobre l. Esto ilustra intuitivamente que es necesario completar la recta real

con un punto adicional para construir la biyección. Este punto adicional se llama punto en el

infinito (véase Figura 1.8). Si a los puntos de l se le añade el punto en el infinito, se obtiene

la recta proyectiva real, la cual se define formalmente como sigue.

l
a b

l̂

A B

O

Figura 1.8. Modelo de P(R) con la recta l̂ asociada al punto en el infinito.

Definición 1.4. Sean (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2. Se define una relación de equivalencia tal que,

si (x1, y1) ∼ (x2, y2) entonces x1 = λx2 & y1 = λy2 con λ ∈ R−{0}. Luego la recta proyectiva

se define como P(R) = R2 − {0}/ ∼, el conjunto de las clases de equivalencia de R2.

Geométricamente los elementos de la recta proyectiva se representan por el conjunto de

rectas por el origen de R2 (véase Figura 1.9).

En general el elemento [x, y] representa cada elemento de P(R). Esta representación se

denomina coordenadas homogéneas. Nótese que si y = 1, se tiene exactamente la recta real

y si y = 0 el punto [1, 0] que es el punto en el infinito de la recta proyectiva en coordenadas

homogéneas.

Observemos esta relación en el espacio eucĺıdeo:

Sea Π un plano en R3 y sea O un punto fuera de él. Considérese ahora todas las rectas

definidas por los puntos A,B, · · · ∈ Π y el punto O. Existe una correspondencia entre los
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x

y

Figura 1.9. Representación geométrica de P(R) mediante rectas por el origen.

puntos de Π y el haz de rectas que pasa por O. Sin embargo, existe un conjunto de rectas

p, q, · · · que pasan por O y que yacen en el plano Π̂ paralelo a Π que no se corresponden

con ningún punto de Π. Si denotamos por P∞, Q∞, · · · los puntos asociados a las rectas

p, q, · · · en Π̂ y se completa el plano Π tal que la relación sea biuńıvoca, se construye el plano

proyectivo real denotado por P2(R). El conjunto de los puntos en el infinito se corresponden

con el conjunto de rectas que pasan por O y que son paralelas a Π se denomina recta en el

infinito (véase Figura 1.10).

A
B

O
p

a b

q

∏

∏

∏̂

∏̂

Figura 1.10. Modelo de P(R2) con las rectas p y q asociadas a puntos P y Q en el infinito.
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Definición 1.5. Sean dos puntos (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) en R3. Se define una relación de

equivalencia tal que, si (x1, y1, z1) ∼ (x2, y2, z2), entonces x1 = λx2, y1 = λy2 y z1 = λz2,

con λ ∈ R− {0}. El plano proyectivo se define como P(R2) = R3 − {0}/ ∼.

Es posible generalizar la definición 1.4 y 1.5 a un espacio n-dimensional y X un espacio

vectorial cualquiera, de la siguiente manera:

Definición 1.6. Dado un espacio vectorial X de dimensión n+1, sean x,y ∈ X. Se define

una relación de equivalencia tal que, si x ∼ y entonces x = λy, con λ ∈ R−{0}. El espacio
proyectivo P(X), asociado a X, se define como P(X) = X − {0}/ ∼.

De ahora en adelante, utilizaremos Pn para representar a P(X) donde X es un espacio de

dimensión n+ 1. A continuación se presentan dos sistemas de coordenadas para trabajar en

el espacio proyectivo.

4.1. Coordenadas Homogéneas en Pn. SeaX un espacio vectorial de dimensión n+1

y sean U0, · · ·Un una base para este espacio. Cada vector x ∈ X se puede escribir como una

combinación lineal de los elementos de su base, es decir, existen coeficientes (x0, x1, · · · , xn)

tal que

x = x0U0 + x1U1 + · · ·+ xnUn.

Ahora bien, para el punto [x] ∈ Pn relacionado a x, los coeficientes están determinados,

salvo la relación de equivalencia, por:

(x0, x1, · · ·xn) ∼ (λx0, λx1, · · · , λxn.

Para todo λ ∈ R, λ 6= 0

Definición 1.7. Dada una base U0, U1, · · · , Un de un espacio vectorial X, denominamos

coordenadas homogéneas de un punto [x] ∈ Pn respecto a la base Ui, a los coeficientes

x0, x1, · · · , xn, xi ∈ R que determinan a cualquiera de los representantes x ∈ X de [x].

Utilizar estas coordenadas presenta ciertas ventajas como la posibilidad de estudiar las curvas

de Bézier racionales definidas en Rm como una curva polinomial de Pm(R).
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4.1.1. Homogenización de una curva: Considérese una recta general en R2

ax+ by + c = 0.

Para estudiar esta recta en P2, utilizamos coordenadas homogéneas. Dado que [x, y] ∼ [x̂, ŷ]

si y solo si x = λx̂ y y = λŷ y tomando λ = 1
ẑ se tiene que la recta ax+ by+ c = 0 en R2 se

representa como ax̂+ bŷ + ẑc = 0 en P2. Nótese que [x, y, z] ∼ [x̂, ŷ, ẑ] entonces se satisface

la ecuación x = λx̂, y = λŷ, z = λẑ. Luego, si

ax+ by + cz = aλx̂+ bλŷ + cλẑ = λ(ax̂+ bŷ + cẑ) = 0.

De donde se deduce que el punto [x, y, z] yace sobre la recta independiente del representante

de la clase.

Dada una cónica general en R2

f(x, y) = ax2 + by2 + cxy + dx+ ey + f = 0.

Se tiene que su representación en P2 en coordenadas homogéneas es:

f(x̂, ŷ, ẑ) = ax̂2 + bŷ2 + cx̂ŷ + dx̂ẑ + eŷẑ + f ẑ2 = 0.

Nótese que cada monomio de la cónica homogeneizada tiene grado dos y si [x, y, z] satisface

la ecuación de f(x, y, z) = 0, esto no depende del representante evaluado.

4.2. Coordenadas Baricéntricas. Considérese un triángulo en R2 de vértices

(x0, y0), (x1, y1), (x2, y2) y un cuarto punto p ∈ R2. Siempre es posible escribir p como

combinación baricéntrica de (x0, y0), (x1, y1) y (x2, y2), es decir, existen coeficientes

(s, t, u) tales que

p = s(x0, y0) + t(x1, y1) + u(x2, y2).

Bajo la condición s+ t + u = 1 (véase Figura 1.11).

Definición 1.8. Los coeficientes (s, t, u) se denominan coordenadas baricéntricas de p

respecto a (x0, y0), (x1, y1) y (x2, y2).

Dados los puntos (x0, y0), (x1, y1), (x2, y2) p = (px, py) y usando la expresión anterior,

tenemos un sistema de tres ecuaciones de donde se despejan (s, t, u).
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sx0 + tx1 + ux2 = px

sy0 + ty1 + uy2 = py

s+ t+ u = 1

Resolviendo el sistema por Cramer, tenemos que:

s =
pxy1 + pyx2 + x1y2 − x2y1 − pxx1 − pxy2
x0y1 − x0y2 − y0x1 + y0x2 + x1y2 − x2y1

.

t =
x0py + y0x2 + pxy2 − x2py − pxy0 − y2x0

x0y1 − x0y2 − y0x1 + y0x2 + x1y2 − x2y1
.

u =
x0y1 + y0px + x1py − pxy1 − x1y0 − pyx0

x0y1 − x0y2 − y0x1 + y0x2 + x1y2 − x2y1
.

Las coordenadas baricéntricas son un tipo particular de coordenadas homogéneas, donde el

plano s + t + u = 1 se corresponde con los puntos del plano af́ın, y el plano s + t + u = 0

con la recta en el infinito de P2.

(x0 , y0)

(x1 , y1)

(x2 , y2)

p

u       :  s

(u+t)   
     

 : 
    s

t 
 

 

   
: 

  s

  u 
  

: 

 

t

Figura 1.11. Relación p con sus coordenadas baricéntricas.

Por ejemplo en la Figura 1.11, el punto (x0, y0) se corresponde con el punto (1, 0, 0) en coorde-

nadas baricéntricas. Además son válidas las siguientes correspondencias:

(x1, y1) ∼ (0, 1, 0) y (x2, y2) ∼ (0, 0, 1). Usando estas coordenadas definiremos el dominio

triangular de un parche de Bézier racional en el siguiente caṕıtulo.
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5. Cónicas de Bézier en el plano proyectivo.

Definición 1.9. Se llama Cónica de Bézier Racional a las curvas paramétricas de

Bézier de grado dos dada por:

b(t) =
w0b0(1− t)2 + 2w1b1t(1− t) + w2b2t

2

w0(1− t)2 + 2w1t(1 − t) + w2t2
.

Para este trabajo utilizaremos únicamente esta clase de curvas de Bézier (véase Figura 1.12).

b0

b1

b2

Figura 1.12. Cónica de Bézier.

Estudiemos el siguiente cambio de parámetro. Sean

t =
t̂

ρ̂(1− t̂) + t̂
, (1− t) =

ρ̂(1− t̂)

ρ̂(1− t̂) + t̂
.

Con ρ 6= 0. Sustituyendo estas expresiones en b(t), se obtiene:

b(t) =
ρ̂2w0b0(1− t̂)2 + 2ρ̂w1b1t̂(1− t̂) + w2b2t̂

2

ρ̂2w0(1− t̂)2 + 2ρ̂w1t̂(1− t̂) + w2t̂2
.

La traza de la curva queda inalterada si se reemplaza cada peso por ŵi = ρ̂2−iwi. Tomando

ρ̂ =
√

w2

w0

, se obtiene que ŵ0 = w2. Dividiendo los pesos por w2 tenemos que ŵ0 = ŵ2 = 1.

Una cónica que satisfaga esta condición, se denomina cónica en su forma estandar. Por lo

tanto, toda Cónica de Bézier se puede reparametrizar utilizando los cambios anteriores a su

forma estandar, siempre y cuando w2

w0

≥ 0.

Esta reparametrización deja únicamente a w1 como parámetro libre, restringiendo a

w0 = w2 = 1. De ahora en adelante consideraremos únicamente la forma estandar de las

cónicas racionales de Bézier, con w > 0, dada por:

b(t) =
b0(1− t)2 + 2wb1t(1− t) + b2t

2

(1− t)2 + 2wt(1− t) + t2
.
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Sea b(t) una cónica de Bézier en R2, y sean b0 = (x0, y0),b1 = (x1, y1), y w escalares

positivos y b2 = (x2, y2) ∈ R2 sus puntos de control, entonces:

b(t) =

(

x0(1− t)2 + 2wx1t(1− t) + x2t
2

(1− t)2 + 2wt(1− t) + t2
,
y0(1− t)2 + 2wy1t(1− t) + y2t

2

(1− t)2 + 2wt(1− t) + t2

)

.

En P2 esta cónica se define como:

[b(t)] = [X(t),Y(t),Z(t)].

Donde

X(t) = x0(1− t)2 + 2wx1t(1− t) + x2t
2.

Y(t) = y0(1− t)2 + 2wy1t(1− t) + y2t
2.

Z(t) = (1− t)2 + 2wt(1− t) + t2.

es decir una cónica polinomial en P2 con puntos de control b0,b1,b2, donde b0 = [x0, y0, 1],b1 = [wx1, wy1, w],b2 = [x2, y2, 1]. Nótese que la definición depende de los representantes de

sus puntos de control (véase Figura 1.13). Es importante destacar que la cónica [b(t)] ⊂ P2

depende directamente del representante de clase escogido ya queP2 no es un espacio vectorial,

es decir:

[b0](1− t)2 + 2w[b1]t(1− t) + [b2]t
2 6= [b0(1− t)2 + 2wb1t(1− t) + b2t

2].

b2

2b1

4b1

7b1

b0

x

y

1

Figura 1.13. Cónica reparametrizada en P2 y diferentes proyecciones.
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6. Forma impĺıcita de una Cónica de Bézier.

Para un completo entendimiento de esta sección, se introducen una breve aplicación de Ma-

trices de Sylvester, como método de eliminación de parámetros, con el objetivo de implicitar

curvas ó superficies dadas paramétricamente.

Dados dos polinomios f y g de grados m y l respectivamente

f = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ alx

l, al 6= 0 l > 0.

g = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bmx

m, bm 6= 0 m > 0.

La matriz de Sylvester asociada a f y g es de orden (m+ l)× (m+ l) y se construye como

sigue:

Syl(f, g) =







































a0 b0

a1 a0 b1 b0

a2 a1
. . . b2 b1

. . .
... a2

. . . a0
... b2

. . . b0

al
...

. . . a1 bm
...

. . . b1

al a2 bm b2
...

. . .
...

al bm







































.

Donde el polinomio de grado l se repite m veces, el polinomio de grado m se repite l veces y

los espacios blancos son ceros. Para obtener información sobre estos polinomios es necesario

trabajar con el determinante de esta matriz, a la que usualmente se le llama Resultante.

Res(f, g) = det(Syl(f, g)).

Cuando se quiere aclarar la dependencia de x en el sistema, se escribe Res(f, g, x).

Para entender la propiedad de eliminación de las Matrices de Sylvester, considérese el sigui-

ente ejemplo:

Ejemplo 1.10. Sean (x0, y0) y (x1, y1) dos puntos en R2. La parametrización de la recta que

definen estos puntos, está dada por:
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(X, Y ) = (x0, y0)t + (x1, y1)(1− t).

Los polinomios correspondientes en coordenadas x y y de la parametrización son:

Px = X − x0t− x1(1− t) = X − t(x1 − x0)− x1

Py = Y − y0t− y1(1− t) = Y − t(y1 − y0)− y1

y la matriz de Sylvester asociada, es

Syl(Px, Py, t) =





x1 − x0 y1 − y0

X − x1 Y − y1



 .

de donde resulta:

Res(Px, Py, t) = (x1 − x0)(Y − y1)− (y1 − y0)(X − x1).

Despejando la ordenada resulta:

Y =
(y1 − y0)(X − x1) + y1(x1 − x0)

(x1 − x0)
=

(y1 − y0)

(x1 − x0)
(X − x1) + y1.

Es posible constatar por medio de cualquier otro proceso de eliminación de parámetros, que

la ecuación impĺıcita de la recta satisface los puntos dados.

Ejemplo 1.11. Sean f y g dos curvas impĺıcitas como se muestra a continuación:

f = xy − 1 = 0.

g = x2 + y2 − 4 = 0.

La matriz de Sylvester asociada es

Syl(f, g) =











y 0 1

−1 y 0

0 −1 y2 − 4











.

Nótese que el polinomio f se repite dos veces puesto que g es un polinomio de segundo grado

y este, a su vez, solo se escribe una vez puesto que f es de primer grado. Luego, el resultante

es
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Res(f, g, x) = det(Syl(f, g)) = y4 − 4y2 + 1.

Este resultado, donde se eliminó la variable x, permite obtener un polinomio en y, cuyas

ráıces son las posibles ordenadas de los puntos comunes de las curvas f y g. Esta aplicación

sirve para calcular los puntos comunes de dos curvas algebraicas.

En nuestro caso particular, es de nuestro interés implicitar una cónica de Bézier. Dados

X =
x0(1− t)2 + 2wx1t(1− t) + x2t

2

(1− t)2 + 2wt(1− t) + t2
.

Y =
y0(1− t)2 + 2wy1t(1− t) + y2t

2

(1− t)2 + 2wt(1− t) + t2
.

Se construyen los polinomios.

Px = ((1− t)2 + 2wt(1− t) + t2)X − (x0(1− t)2 + 2wx1t(1− t) + x2t
2).

P y = ((1− t)2 + 2wt(1− t) + t2)Y − (y0(1− t)2 + 2wy1t(1− t) + y2t
2).

Sin pérdida de generalidad y por conveniencia, los puntos de control son b0 = (0, 0), b1 =

(x1, 0), b2 = (x2, y2) (Véase Figura 1.14). Es posible escribir cualquier cónica de Bézier

bajo este sistema de puntos de control, y para ubicarla en cualquier otra parte del plano,

basta con aplicar una simple isometŕıa. Con este cambio, los polinomios Px y Py se reducen

a:

Px = ((1− t)2 + 2wt(1− t) + t2)X − (2wx1t(1− t) + x2t
2).

P y = ((1− t)2 + 2wt(1− t) + t2)Y − (y2t
2).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

b0
b1

b2

Figura 1.14. Cónica de Bézier con b0 = (0, 0), b1 = (2, 0) y b2 = (1, 1).
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El polinomio resultante al eliminar el parámetro t es una cónica en variables (X, Y ), está dada

por:

y22X
2 + (x2

2 + 4x1w
2(x1 − x2))Y

2 − 4x2
1w

2y2Y + 2y2(2x1w
2 − x2)Y X = 0.

Esta expresión será muy útil en la construcción de un parche de Bézier cuadrático, tópico

que estudiaremos en el próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 2

Parches de Bézier triangulares

Para extender el caṕıtulo anterior a un espacio tridimensional, es necesario presentar la

teoŕıa correspondiente a las superficies de Bézier. Para ello se definen los polinomios de

Bernstein en 2D y se estudian sus propiedades. A partir de estos, se definen los parches

triangulares de Bézier y sus propiedades para introducir los parches racionales triangulares

de Bézier. Se presenta un método para calcular su expresión impĺıcita y por último se estudia

su representación en coordenadas homogéneas y tetraédricas.

1. Polinomios de Berstein en 2D

El dominio de una superficie paramétrica es una sección del plano, existen dominios com-

plicados como pentágonos, octágonos y, en general, cualquier poĺıgono cerrado. Hay una

variedad de polinomios base definidos de acuerdo al dominio, en particular los polinomios

de Bernstein bidimensionales están definidos en dominios triangulares y rectangulares.

Para este trabajo se utilizan los polinomios de Bernstein con dominio triangular, los cuales

están definidos por:

Bn
i (u) =

(

n

ijk

)

uivjwk.

Donde
(

n

ijk

)

es el coeficiente multinomial y u = [u, v, w] ∈ P2 son las coordenadas baricéntri-

cas del dominio, por lo que se considera la condición u+ v +w = 1, para obtener los puntos

en el plano af́ın.

A continuación se muestran algunos ejemplos de polinomios de Bernstein cúbicos y un diagra-

ma triangular que se corresponde con cada función base del punto de control correspondiente

(véase Figura 2.1).

20
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B3    
 (u)111B3    

 (u)003
B3    

 (u)012

w3
uw2 uvw

Figura 2.1. Polinomios de Bernstein de grado tres.

w3

uw2 vw2

u2w uvw v2w

u3 u2v uv2 v3

En el diagrama anterior, los polinomios de Bernstein ubicados en los extremos se correspon-

den con los puntos de control extremos del parche, en este caso, u3, v3 y w3 se corresponden

con los puntos b300,b030 y b003. Aśı mismo, los lados del parche están definidos por los

polinomios ubicados a los lados del diagrama triangular, en el caso anterior por ejemplo, los

polinomios u2w y uw2 se corresponden con los puntos de control b201 y b102 del parche. Los

polinomios de Bernstein multiparamétricos tienen las siguientes propiedades:

• Partición de la unidad: Para cada vector u la suma de los polinomios es igual a

uno.

1 = 1n = (u+ v + w)n =
∑

i+j+k=n

(

n

i

)

uivjwk =
∑

i+j+k=n

Bn
ijk(u) = 1.

Donde
(

n

i

)

= n!
i!j!k!

es el coeficiente multinomial.

• Son positivos: para 0 ≤ u, v, w ≤ 1 todo polinomio de Bernstein es positivo.

• Cápsula convexa: De las dos propiedades anteriores y bajo la condición que los

escalares wi ≥ 0, las superficies de Bézier están contenidas en la cápsula convexa

que definen sus puntos de control.

• Recursión: Utilizando la propiedad de combinatoria

(

n

i

)

=

(

n− 1

i− e1

)

+

(

n− 1

i− e2

)

+

(

n− 1

i− e3

)

.
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Donde i = (i, j, k) y e1, e2, e3 son vectores canónicos. Es posible demostrar que los

polinomios de Berstein satisfacen la siguiente recursión:

Bn
i (u) = uBn−1

i−e1
(u) + vBn−1

i−e2
(u) + wBn−1

i−e3
(u).

Donde |i| = n.

• Condiciones de Dominio: siempre que i = (i, j, k) sea de la forma

(n, 0, 0), (0, n, 0), ó (0, 0, n), el polinomio de Bernstein asociado será igual a 1 (véase

Figura 2.2), es decir:

Bn
(n,0,0)(1, 0, 0) = 1 Bn

(0,n,0)(0, 1, 0) = 1 Bn
(0,0,n)(0, 0, 1) = 1.

B3    
 (1,0,0)300

B3    
 (0,0,1)003

B3    
 (0,1,0)030

Figura 2.2. Dominio triangular y polinomios de Bernstein iguales a uno.

2. Parches de Bézier triangulares

Un parche de Bézier triangular es la generalización de una curva de Bézier a su forma bidi-

mensional. Son construidos a partir de dominios triangulares, usando coordenadas baricéntricas,

dado que estas son apropiadas para representar puntos en el espacio respecto a un dominio

triangular canónico (véase Figura 2.3).

b300
b300

b300

b030

b030

b030

b003

b003

b003

Figura 2.3. Parches triangulares de Bézier con su dominio.
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Definición 2.1. Dado un conjunto de puntos de control un parche triangular de grado n se

define como:

b(u) =
∑

|i|=n

biB
n
i (u).

Donde bi ∈ R3, i = (i, j, k) tal que |i| = n y u = [u, v, w] son las coordenadas baricéntricas

del punto.

Dado que estos parches son la generalización de las curvas de Bézier, muchas de sus propiedades

se derivan de las curvas.

• Interpolación de extremos: El parche interpola los tres puntos de control del

dominio triangular (véase Figura 2.4), esto es

b(1, 0, 0) = Bn
(n,0,0)(1, 0, 0) = bn00.

b(0, 1, 0) = Bn
(0,n,0)(0, 1, 0) = b0n0.

b(0, 0, 1) = Bn
(0,0,n)(0, 0, 1) = b00n.

b300

b030

b003

Figura 2.4. El parche interpola los tres puntos de control extremos.

• Curvas borde: Los puntos que definen la frontera de la cápsula convexa definen

poĺıgonos de control para las curvas de Bézier que delimitan al parche, y estas son

a lo sumo de grado n (Figura 2.5).

• Simetŕıa: Se puede reindexar el dominio triangular de manera que cualquiera de los

tres puntos se corresponda con cualquiera de los ı́ndices (n, 0, 0), (0, n, 0), (0, 0, n).
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b300

b(u,v,0)

b210

b102

b012

b120

b021

b030

b003

Figura 2.5. Curva delimitadora y su cápsula convexa.

Al evaluarlo se obtendŕıa un parche con la misma traza del parche original. Esto es

simplemente una reparametrización.

• Invarianza Af́ın: Sea φ : R3 → R3 una transformación af́ın. La estructura del

parche es invariante bajo transformaciones afines:

φ(b(u)) = φ





∑

|i=n|
biB

n
i (u)



 =
∑

|i=n|
φ(bi)B

n
i (u).

Esto significa que es suficiente aplicar φ a cada uno de los los puntos de control

como opuesto a aplicar φ a cada punto del parche.

• Cápsula Convexa: Para 0 ≤ u, v, w ≤ 1, el parche de Bézier es una combinación

convexa de sus puntos de control, por lo que yace en la cápsula convexa que estos

definen (véase Figura 2.6). La condición sobre las coordenadas [u, v, w] significa que

el dominio considerado es el interior de un triángulo.

• Planos tangentes: Los planos tangentes ti, i = (n, 0, 0), (0, n, 0), (0, 0, n) al parche

cuadrático en sus extremos bn00,b0n0,b00n están definidos por el punto de interpo-

lación y los dos puntos adyacentes correspondientes en el poĺıgono de control (véase

Figura 2.7).bn00 −→ tn00 = bn00 + (bp0q − bn00)α + (bpq0 − bn00)β.b0n0 −→ t0n0 = b0n0 + (bqp0 − b0n0)α + (b0pq − b0n0)β.
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b300

b030

b003

Figura 2.6. El parche yace en la cápsula convexa.b00n −→ t00n = b00n + (b0qp − b00n)α + (bq0p − b00n)β.

Donde p = n− 1, q = n− p, α, β ∈ R

b300

b030

b003

t030

t003

Figura 2.7. Parche de Bézier con planos tangentes

3. Parches de Bézier Racionales

Definición 2.2. Un Parche de Bézier Racional se define como:

b(u) =
∑

|i|=n

wibiB
n
i (u)

wiB
n
i (u)

.

Donde los bi ∈ R3, u = (u, v, w), 0 ≤ u, v, w ≤ 1 son las coordenadas baricéntricas del

punto y los wi son escalares positivos que se denominan pesos.
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Para nuestros propósitos, de ahora en adelante se considerarán únicamente parches cuadráticos

racionales de Bézier, es decir, los parches de la forma:

b(u) =
∑

|i|=2

biwiB
n
i (u)

wiBn
i (u)

.

Donde w200 = w020 = w002 = 1. Por lo tanto, los únicos puntos de control ponderados seránb011,b101 y b110.

Estos parches heredan sus propiedades de sus contrapartes polinomiales.

• Interpolación de extremos: El parche racional de Bézier interpola los tres puntos

de control del dominio triangular: bn00,b0n0,b00n.

• Curvas borde: Las curvas de Bézier que delimitan al parche racional de

Bézier están definidas por los puntos de control que definen la frontera de la cápsula

convexa. Estas curvas de Bézier tienen a lo sumo grado n.

• Simetŕıa: Se puede reindexar el dominio triangular de manera que cualquiera de los

tres puntos extremos se corresponda con cualquiera de los ı́ndices (n, 0, 0), (0, n, 0)

ó (0, 0, n). Al evaluarlo se obtendŕıa un parche racional de Bézier con la misma traza

del parche original, lo cual simplemente es una reparametrización.

• Invarianza Af́ın: Sea φ : R3 → R3 una transformación af́ın. La estructura del

parche racional es invariante bajo transformaciones afines:

φ(b(u)) = φ





∑

|i|=2

biwiB
n
i (u)

wiB
n
i (u)



 =
∑

|i|=2

φ(bi)wiB
n
i (u)

wiB
n
i (u)

.

Es decir, es suficiente aplicar φ a cada uno de los los puntos de control como

opuesto a aplicar φ a cada punto del parche.

• Cápsula Convexa: Para 0 ≤ u, v, w ≤ 1, el parche racional de Bézier es una

combinación convexa de sus puntos de control, por lo que yace en la cápsula convexa

que estos definen.

• Planos tangentes: Los planos tangentes ti al parche cuadrático racional de Bézier

en sus extremos b200,b020,b002 están definidos por el punto de interpolación y los

dos puntos adyacentes correspondientes en el poĺıgono de control:b200 −→ t200 = b200 + (w101b101 − b200)α+ (w110b110 − b200)β.
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Donde α, β ∈ (R).

La razón fundamental para usar parches de Bézier triangulares racionales es que por medio

de los pesos, es posible cambiar la traza de una superficie de Bézier sin necesidad de cambiar

los puntos de control ni las condiciones de tangencia en los extremos (véase Figura 2.8).

b200

b020

w110 = 1/2

w110 = 2

b002

Figura 2.8. Parches racionales de Bézier definidos por la misma cápsula convexa

al variar los pesos.

4. Implicitación de un parche racional cuadrático de Bézier.

Para esta sección se generaliza las coordenadas baricéntricas a un espacio tridimensional.

Para ello basta considerar como dominio, un tetraedro, y cada punto del espacio como

combinación tetraédrica de sus vértices.

Sean b200 = [x200, y200, z200, 1],b020 = [x020, y020, z020, 1],b002 = [x002, y002, z002, 1] ∈ P3 tres

puntos de control que definen el dominio para un parche triangular racional de Bézier yp = [px, py, pz, pq] un cuarto punto en P3 no coplanar con b200,b020,b002. Considérese T

el tetraedro de vértices b200,b020,b002,p. Siempre es posible escribir cualquier punto del

espacio, y en particular el parche racional como combinación tetraédrica de los vértices de

T , es decir, existen coeficientes [U, V,W, S] tales que:
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b(u0) = U0b200 + V0b020 +W0b002 + S0p.
Bajo la condición U + V +W + S = 1.

Los coeficientes [U0, V0,W0, S0] se denominan coordenadas tetraédricas de b(u0) respecto ab200,b020,b002,p. Sin pérdida de generalidad y por conveniencia, se hace la siguiente corres-

pondencia entre los vértices del tetraedro y la combinación tetraédrica canónica:b200 = [x200, y200, z200, 1] → [1, 0, 0, 0].b020 = [x020, y020, z020, 1] → [0, 1, 0, 0].b002 = [x002, y002, z002, 1] → [0, 0, 1, 0].p = [px, py, pz, pq] → [0, 0, 0, 1].

Dado que los puntos de control intermedios yacen en las caras de T , su representación en

coordenadas tetraédricas es la siguiente:b110 = U110b200 + V110b020 +W110b002 + S110p
= [U110, V110, 0, S110]b011 = U011b200 + V011b020 +W011b002 + S011p
= [0, V011,W011, S011]b101 = U101b200 + V101b020 +W101b002 + S101p
= [U101, 0,W101, S101]

Nótese que las coordenadas nulas en los puntos intermedios se corresponden los vértices

del triángulo que yacen en la cara de T respectiva (véase Figura 2.9). El parche racional

cuadrático triangular de Bézier escrito en función de sus coordenadas tetraédricas queda

como sigue:

b(u)x = u2 + 2U110w110uv + 2U101w101uw.

b(u)y = v2 + 2V110w110uv + 2V011w011vw.
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b(u)z = w2 + 2W101w101uw + 2W011w011vw.

b(u)q = 2S110w110uv + 2S101w101uw + 2S011w011vw.

b200

b020

b110

b002

p

Figura 2.9. Dominio tetraédrico con un punto de control intermedio.

Luego, la representación del parche en R3 en sus coordenadas afines será:

X =
u2 + 2U110w110uv + 2U101w101uw

2S110w110uv + 2S101w101uw + 2S011w011vw
.

Y =
v2 + 2V110w110uv + 2V011w011vw

2S110w110uv + 2S101w101uw + 2S011w011vw
.

Z =
w2 + 2W101w101uw + 2W011w011vw

2S110w110uv + 2S101w101uw + 2S011w011vw
.

Usando la técnica de eliminación de parámetros, basada en las matrices de Sylvester, se

eliminan los parámetros u, v, w. Sean:

Px = (2S110w110uv + 2S101w101uw + 2S011w011vw)X

− (u2 + 2U110w110uv + 2U101w101uw)

Py = (2S110w110uv + 2S101w101uw + 2S011w011vw)Y

− (v2 + 2V110w110uv + 2V011w011vw)

Pz = (2S110w110uv + 2S101w101uw + 2S011w011vw)Z

− (w2 + 2W101w101uw + 2W011w011vw)
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Por la extensión del resultado se hará el siguiente cambio, únicamente con propósitos de-

mostrativos:

U110 = â, U101 = b̂, V110 = ĉ, V011 = d̂,W101 = ê,W011 = f̂

S110 = ĝ, S101 = ĥ, S011 = î.

Se calculan los resultantes de los polinomios Px,Py,Pz obteniendo dos polinomios en función

de v, w.

Res(Px(v, w),Py(v, w), u) = 4vw011îw(−îw011vw + 2b̂w2
101ĥw

2 + 2wvb̂w101ĝw110 +

2wvâw110ĥw101 + 2v2âw2
110ĝ)Y

2 − 4v(vĝw110 + ĥw101w)(−v2ĝw110 − 2ĝwd̂w011w110v +

2vĉ̂iw011ww110 − vĥw101w − 2ĥw101w
2d̂w011)Y X − 4v(2v2âw2

110 ĉ̂iw011w + v2b̂w101wĝw110 −
w011îwv

2 − 2vd̂w2
011w

2î + v3âw2
110ĝ + 2b̂w2

101w
3ĥd̂w011 + 2v2âw2

110ĝd̂w011w + vb̂w2
101w

2ĥ +

2vb̂w101w
2ĉw110îw011 + 2vâw110ĥw101w

2d̂w011 + v2âw110ĥw101w + 2vb̂w101w
2ĝw110d̂w011)Y +

4v2ĉw110(−v2ĝw110−2ĝwd̂w011w110v+2vĉ̂iw011ww110−vĥw101w−2ĥw101w
2d̂w011)X+v2(v+

2wd̂w011)(−v + 4vâw2
110ĉ− 2wd̂w011 + 4b̂w101wĉw110)

Res(Py(v, w),Pz(v, w), u) = −2vw(vêw101 − 2vf̂w011ĉw110 + 2wd̂w011êw101 − wĉw110) +

2w(−ĥw101w
2 − 2wf̂w011vĥw101 + 2wîw011vêw101 − wvĝw110 − 2f̂w011v

2ĝw110)Y −
2v(−v2ĝw110 − 2ĝwd̂w011w110v + 2vĉ̂iw011ww110 − vĥw101w − 2ĥw101w

2d̂w011)Z

Aplicando de nuevo el resultante a los polinomios obtenidos, y sacando w factor común,

resulta una superficie impĺıcita de grado cuatro en términos de X, Y y Z. Por la extensión

del resultado sustituyen los coeficientes de cada monomio por Axyz donde el sub́ındice se

corresponde con el grado de cada monomio:

A101ZX + A110Y X + A210X
2Y + A001Z + A012Y Z2 + A201ZX

2 + A022Y
2Z2 + A220X

2Y 2 +

A211X
2Y Z +A130XY 3+A200X

2+A121XY 2Z +A210X
2Y +A020Y

2+A310X
3Y +A011Y Z +

A103XZ3 + A013Y Z3 + A111XY Z + A202X
2Z2 + A100X + A301X

3Z + A030Y
3 + A002Z

2 +

A003Z
3 + A010Y + A102XZ2 + A003X

3 + A021Y
2Z + A012Y Z2 + A031Y

3Z + A000

Por ejemplo, se tiene que:
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A003 = 64̂ib̂ĥd̂w2
101w

2
011(4b̂

2ĉĝw2
101w

2
110 − 4âb̂ĥĉw2

101w
2
110 + b̂ĥw2

101 − 2b̂̂iĉw101w110w011 +

8âb̂̂iĉ2w101w
3
110w011 − 2b̂d̂ĝw101w110w011 − 8âb̂ĝd̂ĉw101w

3
110w011 − 2âd̂ĥw101w110w011 +

8â2ĥĉd̂w101w
3
110w011 − 4â̂iĉd̂w2

110w
2
011 + 4d̂2ĝw2

110w
2
011 + d̂̂iw2

011)

El resto de los coeficientes se puede obtener calculando estos resultantes con un programa

de cálculo simbólico como Maple 7.

5. Dominio de un parche de Bézier expresado en coordenadas baricéntricas y

afines.

En el caṕıtulo anterior se presentaron las coordenadas baricéntricas como una terna de

coeficientes (u, v, w) que representan a un punto p ∈ R2 respecto a un domino triangular en

el plano. Usando la condición u + v + w = 1, el dominio triangular baricéntrico se escribe

como un dominio triangular af́ın que depende únicamente de dos variables (s, t) (Figura

2.10):

so

t

w =0

v =0

u =0

Figura 2.10. Dominio en coordenadas (u, v, w) y coordenadas (s, t).

p = u(x0, y0) + v(x1, y1) + w(x2, y2).

Su representación en forma matricial es:











x0 x1 x2

y0 y1 y2

1 1 1





















u

v

w











=











ux0 + vx1 + wx2

uy0 + vy1 + wy2

u+ v + w











=











s

t

1











.

Con este cambio de base el dominio queda expresado en términos de dos variables, por lo

que cada punto del parche ahora depende de (s, t), donde
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s = ux0 + vx1 + wx2, t = uy0 + vy1 + wy2, 1 = u+ v + w.

6. Parche de Bézier en coordenadas homogéneas.

Sea b(u) un parche cuadrático racional triangular de Bézier y sean {bi}|i|=2, i = (i, j, k)

sus puntos de control en R3. Para estudiar el parche en el espacio proyectivo, se procede de

manera similar al caso ya visto de curvas de Bézier racionales en P2. Esta superficie en P3

se define como:

[b(u)] = [bx,by,bz,bw].

Donde

bx = x200u
2 + x020v

2 + x002w
2 + 2x110uv + 2x101uw + 2x011vw.

by = y200u
2 + y020v

2 + y002w
2 + 2y110uv + 2y101uw + 2y011vw.

bz = z200u
2 + z020v

2 + z002w
2 + 2z110uv + 2z101uw + 2z011vw.

bw = u2 + v2 + w2 + 2w110uv + 2w101uw + 2w011vw.

Obsérvese que el parche depende del representante de clase que se escoja para sus puntos de

control, es decir:

∑

|i=n|

wi[bi]B
n
i (u)

wiB
n
i (u)

6=
∑

|i=n|

[

wibiB
n
i (u)

wiB
n
i (u)

]

.

Con esta representación se puede considerar un parche de Bézier en P3, como un parche

polinomial. Esta representación la usaremos en el próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

Construcción de un parche de Bézier cuadrático.

En general la expresión impĺıcita de un parche cuadrático racional de Bézier, tiene grado

cuatro, en este caṕıtulo se presenta un algoritmo que permite construir un parche racional

cuadrático de Bézier cuya expresión implicita tiene grado algebráico dos, sin tener conocimien-

to previo de la cuádrica donde yace. Para ello, se escogen libremente los tres puntos de control

e interpolación b020,b002,b200, dos de los tres planos tangentes sobre estos puntos y los puntos

de control intermedios b101,b011,b110 y sus pesos correspondientes con ciertas caracteŕısticas

espećıficas.

1. Construcción de un Haz de Superficies Cuadráticas.

El propósito del algoritmo es construir un parche racional de Bézier b(u) cuya ecuación

impĺıcita sea de grado dos. Para esto se define una familia general de superficies cuádricas

Qλ sobre la cual se construye el parche cónico. Este haz es construido a partir de una cónica

de Bézier en un plano.

1.1. Cónica de Bézier. Sean b020 = (x020, y020),b002 = (x002, y002),b020 = (x200, y200)

y d0 = (d10, d
2
0) cuatro puntos en R2. Existe una familia Cw(t) de cónicas racionales de Bézier

estandar, definidas por b020,b002, d0, donde cada cónica Cw se corresponde con un peso w,

Cw(t) =

(

x020t
2 + 2td10(1− t)w + x002(1− t)2

(t2 + 2t(1− t)w + (1− t)2)
,
y020t

2 + 2td20(1− t)w + y002(1− t)2

(t2 + 2t(1− t)w + (1− t)2)

)

Sin pérdida de generalidad y por conveniencia, se consideran los puntos de control de la

siguiente manera (véase Figura 3.1):b020 = (0, 0),b200 = (x200, y200),b002 = (x002, 0) y d0 = (d10, d
2
0)

Quedando el haz de cónicas definido por:

33
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(3.1) Cw(t) =

(

2wd10t(1− t) + x002(1− t)2

t2 + 2wt(1− t) + (1− t)2
,

2wd20t(1− t)

t2 + 2wt(1− t) + (1− t)2

)

b020

d0

b002

w=2/3
w=1/2

w=1/4

Figura 3.1. Haz de cónicas Cw.

Usando la técnica de eliminación de parámetros, basada en las matrices de Sylvester, se

obtienen los polinomios:

Px = X(t2 + 2wt(1− t) + (1− t)2)− (2wd10t(1− t) + x002(1− t)2)

Py = Y (t2 + 2wt(1− t) + (1− t)2)− (2wd20t(1− t))

Calculando Res(Px, py, t), se obtiene la expresión impĺıcita de la cónica.

Cw : 4d20w
2(x002d

1
0Y − (2d10 − x002)Y X + d20(X

2 − x002X)) + (4d10w
2(d10 − x002) + x2

002)Y
2 = 0

donde Cw es la familia de cónicas dada por 3.1 en R2 indexada por el peso w. Considérese

un tercer punto de interpolación b200 con el cual se fija el parámetro libre de Cw. Al sustituirb200 en la familia de cónicas, se obtiene que:

(3.2) w =
F3

2(
√

F1F2)

donde F0, F1, F2, F3 son las áreas signadas correspondientes a los triángulos△0(b002, d0,b020),

△1(b200, d0,b020), △2(b002, d0,b200), y △3(b002,b200,b020) respectivamente, más claramente:
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A(△(xyz)) =
1

2
det





x y z

1 1 1





donde x = (x1, x2),y = (y1, y2) y z = (z1, z2). Sustituyendo la expresión 3.2 en Cw se obtiene

la expresión impĺıcita de la cónica determinada por los puntos b020,b002,b200 y las rectas

tangentes t020 = y2200d
2
0Xx002 − y2200Y d10x002 y

t002 = −y2200d
2
0x002(X − x002) + (y2200x002d

1
0 − y2200x

2
002)Y

c(X, Y ) : F 2
3 (−d10Y + d20X)2 + F1F2x

2
002Y

2 − F 2
3 x002(d

2
0 − Y )(−d10Y + d20X) = 0

Por su construcción, la cónica c está definida por tres puntos de interpolación y dos rectas

tangentes predeterminadas. Antes de trabajar en un espacio tridimensional, definimos el

triángulo △(d0, d1, d2) cuyos vértices son los puntos de intersección de las rectas tangentes

a la cónica por los puntos de interpolación (véase Figura 3.2). Este triángulo será la base

del tetraedro a partir del cual se definirán los puntos de control intermedios del parche de

Bézier.

Figura 3.2. Cónica Bézier con sus rectas tangentes.

Las rectas t020 y t002 son tangentes a c(X, Y ) en b020 y b002 respectivamente, se preestablecen

para definir la cónica c(X, Y ) y la recta t200 se obtiene a partir de la expresión de c, más

aún:

t200 =(y2200d
2
0(x002 − 2x200) + y3200(2d

1
0 − x002))(X − x200)

+ (y2200(d
1
0(x002 − 2x200) + x200x002) + y200d

2
0x200(x200 − 2x002))(Y − y200)

Los otros dos vértices del triángulo, d1 y d2 se obtienen calculando las intersecciones entre

t020, t200 y t002:
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d1 =

(

F3d
1
0

2F2 + F3
,

F3d
2
0

2F2 + F3

)

d2 =

(

2F1x002 + F3d
1
0

2F1 + F3
,

F3d
2
0

2F1 + F3

)

1.2. Construcción de un haz de superficies cuádricas Qλ. El haz de cuádricas se

genera a partir de un cono de base c(X, Y ) = 0. Consideremos la cónica c(X, Y ) en un espacio

tridimensional, existe una inclusión natural de R2 → R3 dada por (X, Y ) → (X, Y, 0). Los

puntos de control que definen a c quedan ahora expresados como:b020 = (0, 0, 0), b002 = (x002, 0, 0), b200 = (x200, y200, 0)

d0 = (d10, d
2
0, 0), d1 = (d11, d

2
1, 0), d2 = (d12, d

2
2, 0)

Considérese un punto en el espacio p = (p0, p1, p2) tal que no sea coplanar con b020,b002,b200,

es decir, p2 6= 0. Sea C el cono que tiene por base c y vértice p (véase Figura 3.3), su ecuación

impĺıcita está dada por:

C : −2F 2
3F0d

2
0p

2
2X +2F 2

3F0p
2
2d

1
0Y +F 2

3 (d
2
0)

2X2p22 − p22(−x2
200F1F2− (d10)

2F 2
3 +F 2

3 x200d
1
0)Y

2+

d20F
2
3 p

2
2(−2d10 + x200)Y X +2F 2

3F0p2(d
2
0p0 − p1d

1
0)Z + (F 2

3 (d
2
0)

2p20 + x2
200F1F2p

2
1 +2F 2

3F0p1p0 −
2F0F

2
3 d

2
0p0 − 2F 2

3 d
1
0p1d

2
0p0 + F 2

3 (d
1
0)

2p21 + 2F 2
3F0d

1
0p1 − F 2

3 x200p
2
1d

1
0)Z

2 − p2(−2F 2
3 x200d

1
0p1 +

2x2
200F1F2p1 + 2F0F

2
3 d

1
0 − 2p0d

2
0d

1
0F

2
3 + 2F 2

3 (d
1
0)

2p1 + 2F0F
2
3 p0)ZY − d20F

2
3 p2(x200p1 − 2p1d

1
0 +

2d20p0 − 2F0)XZ = 0

El haz de cuádricas se define por:

(3.3) Qλ = C + λZ2

donde cada superficie Qλ está indexada por el parámetro λ ∈ R (véase Figura 3.4).

p

c

Figura 3.3. Cono C(X,Y,Z)=0 de vértice p y de base c.
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λ = 150 λ = 300 λ = 50

Figura 3.4. Variación de la cuádrica en función de λ.

2. Construcción del parche de Bézier

Sean τ020, τ002, y τ200 los planos definidos por el punto p y las rectas t020, t002 y t200 respec-

tivamente. Estos planos son tangentes al cono en b020, b002, y b200 respectivamente (véase

Figura 3.5). Nótese que:

p p
p

t200 t020
t002

Figura 3.5. planos tangentes a las cuádricas.

• Los planos τ020, τ002, τ200 son tangentes a cada cuádrica del haz Qλ.

• Los planos tangentes se intersectan en las rectas dadas por los puntos pdi, i = 0, 1, 2

y por las propiedades de los parches cuádricos de Bézier los puntos intermedios yacen

sobre estas rectas.

Esta construcción del haz Qλ se basa en el comportamiento de las cónicas de Bézier. Dada

una cónica de Bézier general b(t), para todo w, la cónica es tangente a las rectas b̂0b1, b̂1b2

en los puntos b0 y b2 respectivamente. Cuando el peso w tiende a infinito, la cónica de Bézier

tiende a las rectas b̂0b1 y b̂2b1, que definen la cápsula convexa. Aśı mismo, al hacer w = 0
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se obtiene la recta doble b̂0b2. Análogamente, ocurre para el haz Qλ, si λ = 0, la cuádrica

es la superficie extrema, es decir, el cono C. Tomando λ → ∞, Qλ tiende al plano doble que

conforma la base de C, y si λ ∈ R− {0}, se obtiene una superficie cuadrática, cuyos planos

tangentes en los puntos extremos son τ020, τ002, τ200.

Para asegurar que el parche de Bézier yace sobre alguna superficie Qλ, es necesario restringir

sus puntos de control intermedios. Dado que τ020, τ002, τ200 son los planos tangentes al parche,

se definen los puntos b110,b101,b011 tales que estén sobre las rectas pdi respectivas, más

claramente: b011 = σ0p+ τ0d0b110 = σ1p+ τ1d1b101 = σ2p+ τ2d2

donde σi, τi ∈ R (i = 0, 1, 2) (véase Figura 3.6).

b200

b020

b002

b011

b110

d1

d2

d0

b101

p

Figura 3.6. Ubicación de los puntos de control intermedios del parche de Bézier.

Es necesario encontrar valores adecuados para σi, τi tales que el parche de Bézier sea algún

Qλ. Un parche racional de Bézier en su forma estándar pondera con pesos únicamente sus

puntos de control intermedios. Para calcular los pesos en este caso particular, estudiemos

la expresión de sus puntos de control en el espacio proyectivo. Conviene recordar que los
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puntos de control extremos del parche tiene pesos w020 = w002 = w200 = 1, por lo tanto, sus

coordenadas homogéneas son:b020 = [0, 0, 0, 1], b002 = [x002, 0, 0, 1],b200 = [x200, y200, 0, 1]

Los vértices del tetraedro se escriben como:

d0 = [w0d
1
0, w0d

2
0, 0, w0], d1 = [w1d

1
1, w1d

2
1, 0, w1], d2 = [w2d

1
2, w2d

2
2, 0, w2], p = [p0, p1, p2, 1]

donde w0 = w es el peso asociado a d0. Sin pérdida de generalidad, se considera p3 = 1. Aśı,

los puntos de control intermedios en P3 están dados por:b011 = [σ0p0 + τ0d
1
0, σ0p1 + τ0d

2
0, σ0p2, σ0 + τ0w0]b110 = [σ1p0 + τ1d

1
0, σ1p1 + τ1d

2
0, σ1p2, σ1 + τ1w1]b101 = [σ2p0 + τ2d

1
0, σ2p1 + τ2d

2
0, σ2p2, σ2 + τ2w2]

de donde se obtienen los pesos correspondientes a los puntos intermedios:

w011 = σ0 + τ0w0, w110 = σ1 + τ1w1 y w101 = σ2 + τ2w2

Finalmente, el parche de Bézier en sus coordenadas homogéneas queda expresado como:

b(u) = [X(u),Y(u),Z(u),W(u)]

donde,

X(u) = 2((τ0d
1
0w0 + σ0p0)vw + (−τ2x002d

1
0y200 + 2τ2x002d

2
0x200 + σ2p0)uw

+(σ1p0 − τ1y200x002d
1
0)uv) + x200u

2 + x002w
2

Y(u) = 2((σ0p1 + τ0d
2
0w0)vw + (τ2y200d

2
0x002 + σ2p1)uw + (σ1p1 − τ1y200d

2
0x002)uv) + y200u

2

Z(u) = 2(σ1p2uv + σ2p2uw + σ0p2vw)

W(u) = 2((τ0w0 + σ0)vw + (σ2 + τ2w2)uw + (τ1w1 + σ1)uv) + u2 + v2 + w2

con:

w0 =
F3

2(
√

F1F2)
, w1 = 2F2 + F3 y w2 = 2F1 + F3
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Para obtener la expresión de los puntos de control intermedios y pesos, se sustituye la

parametrización del parche de Bézier en la expresión impĺıcita del haz de cuádricas (3.3):

X =
X(u)

W(u)
Y =

Y(u)

W(u)
Z =

Z(u)

W(u)

obteniendo un sistema de seis ecuaciones. El valor de λ se calcula de la ecuación más sencilla

del sistema, resultando:

λ0 =
−x2

002d
2
0y

2
200(τ

2
0 − 1)

4σ2
0

Al sustituir λ0 en el haz, se obtiene un sistema de cinco ecuaciones en función de los σi y τi:

I =



















































F1σ
2
0 − F0σ

2
1 − 4F1F0F2σ

2
0τ1

2 + F0σ
2
1τ

2
0 = 0

σ1

√
F1F2τ

2
0 + 2

√
F1F2F1τ2σ0 + 2F2F1τ1τ0σ0 − σ1

√
F1F2 = 0

−F0

√
F1F2σ1σ2 − 4F0F1

√
F1F2F2σ

2
0τ2τ1 − F2F1σ

2
0τ0 + F0σ1σ2

√
F1F2τ

2
0 = 0

σ2

√
F1F2τ

2
0 − σ2

√
F1F2 − 2F2F1τ0τ2σ0 − 2

√
F1F2F2τ1σ0 = 0

F2σ
2
0 − 4F1F0F2σ

2
0τ

2
2 − F0σ

2
2 + F0σ

2
2τ

2
0 = 0

La ecuación intermedia del sistema I es linealmente dependiente del resto por lo que el

sistema se reduce a II. Con la finalidad de reducir el número de ecuaciones, se utilizaron

las bases de Gröbner para obtener la base del anillo de estos polinomios. Sin embargo, los

resultados no fueron concluyentes, por lo que se resolvió el sistema II de ecuaciones usando

Maple 7.

II =







































F1σ
2
0 − F0σ

2
1 − 4F1F0F2σ

2
0τ1

2 + F0σ
2
1τ

2
0 = 0

σ1

√
F1F2τ

2
0 + 2

√
F1F2F1τ2σ0 + 2F2F1τ1τ0σ0 − σ1

√
F1F2 = 0

σ2

√
F1F2τ

2
0 − σ2

√
F1F2 − 2F2F1τ0τ2σ0 − 2

√
F1F2F2τ1σ0 = 0

F2σ
2
0 − 4F1F0F2σ

2
0τ

2
2 − F0σ

2
2 + F0σ

2
2τ

2
0 = 0

Este sistema tiene un conjunto de ocho soluciones para σi y τi, i = 0, 1, 2, de las cuales

existe un subconjunto de seis soluciones que anulan el parámetro λ0 los cuales no fueron

considerados ya que si λ0 = 0, entonces la cuádrica se reduce al cono C. Sólo resultaron

útiles dos soluciones no triviales:
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S1















































σ2 = 0

τ1 = − τ0F1

4
√

F0F2

√

F1F2

τ2 = − 1
4
√

F0F1

σ1 =
σ0F1
√

F0F1

con σ0 y τ0 parámetros libres.

S2



























σ0 = ϑ(τ0, τ2)σ2

σ1 =
σ2(−τ0

√

F1F2 + 4F1F2τ2ϑ(τ0, τ2))
F2

τ1 =
1
4
−
√

F1F2τ
2
0 +

√

F1F2 + 4F2F1τ0τ2ϑ(τ0, τ2)
√

F1F2F2ϑ(τ0, τ2)

con τ0, τ2 y σ2 parámetros libres y ϑ(τ0, τ2) =

√

F2(16F0F1τ 22 − 1)F0(−1 + τ 20 )

16F2F0F1τ
2
2 − F2

. Usando una

de estas soluciones, se calcula el parche de Bézier asociado

b(u) =

(

X(u)

W(u)
,
Y(u)

W(u)
,
Z(u)

W(u)

)

el cual satisface la ecuación del haz. Analizando las soluciones, se tiene que:

• Para S1, el parámetro σ2 = 0. Dado que los parámetros σi, τi i = 0, 1, 2 son

razones entre el punto p y los di correspondientes, se deduce que el punto de controlb101 = d2, nótese que τ2 no depende de ningún σi ó τi. Como consecuencia de lo

anterior, la curva de Bézier definida por el punto de control b101, es una sección de

la cónica (véase Figura 3.8). Los únicos parámetros libres son σ0 y τ0 por lo que

el punto de control asociado b011 es el único que se puede fijar libremente sobre

la recta pd0. Para esta solución en particular y considerando la definición de σ1 y

τ1, existe una relación directa entre b011 y b110, es decir, los parámetros σ0 y τ0

definen a ambos puntos simultáneamente. A pesar de que para cualquier valor de

σ0, τ0, la ecuación del parche de Bézier generada por S1 cumple con la expresión

del haz de cuádricas, la representación geométrica no siempre es estable. Esto se

debe a que para cierto valores de σ0 y τ0, la expresión W(u) se anula ocasionando
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que el parche contenga un punto en el infinito. Para evitar esto, el parámetro σ0

debe ser positivo y τ0 ∈ (−1, 1). Ambas condiciones restringen la ubicación de los

puntos b110 y b011 a un entorno cercano al tetraedro pd0d1d2, generando parches

con una representación geométrica estable. A pesar de la inestabilidad numérica del

algoritmo, el objetivo principal se cumple para la solución S1. A continuación se

muestran varios ejemplos:

b020

b002 d0

d1

b200

b101

b011

b110

Figura 3.7. Parche generado por S1, con τ0 =
1
9 y σ0 =

1
5 .

b200

b002

d0

b020

b101

b011

b110

Figura 3.8. Parche generado por S1, con τ0 =
1
4 y σ0 = 4.
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b200

b002

d0

d1

b020

b101

b011

b110

Figura 3.9. Parche generado por S1, con τ0 = −1
2 y σ0 =

1
2 .

• En la solución S2, el único punto de control que se puede ubicar libremente es b101

ya que está definido por los parámetros libres σ2 y τ2. Sin embargo, observando la

expresión de ϑ(τ0, τ2) se tiene que, para no anular el denominador, necesariamente

τ2 6= 1
4
√

F0F1

, más aún es necesario que el valor de τ2 sea lo suficientemente pequeño

para que la expresión de ϑ(τ0, τ2) no tienda a cero, anulando aśı los parámetros

dependientes. Además es necesario que el argumento de la ráız de ϑ(τ0, τ2) sea

positivo, por lo que el valor de τ0 depende de las áreas signadas. Es necesario que

(−1 + τ 20 ) sea negativo, τ0 ∈ (−1, 1). En caso contrario τ0 ∈ R − {(−1, 1)}. De

nuevo, a pesar de que para todo valor de τ0, τ2 y σ2 la ecuación del parche de

Bézier generado por la solución S2 satisface la expresión del haz de cuádricas, la

representación gráfica no siempre es estable, debido a las razones expuestas para S1.

Para generar un parche geométricamente estable, existe una codependencia entre

los parámetros σ2 y τ2, tal que, si τ2 > 0, σ2 ∈ (0, 1) y si τ2 < 0, σ2 > 0. Al

asignar valores dentro de estas condiciones, se ubica el punto b011. El tercer punto

de control b110 asociado a τ1 y σ1 se fija automáticamente al definir los dos anteriores.

A continuación se muestran varios ejemplos de parches generados con esta solución:
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b200

b002

d0

d1

d2

b020

b101

b011

b110

Figura 3.10. Parche generado por S2, con σ2 =
1
2 , τ2 =

√
1

100 y τ0 =
1
3 .

b200

b002

d0 d2

b020

b101

b011

b110

Figura 3.11. Parche generado por S2, con σ2 =
1
4 , τ2 = − 1

50 y τ0 =
1
3 .

A continuación se desarrollan completamente algunos ejemplos:

2.1. Ejemplos:

Ejemplo 3.1. Seanb020 = (0, 0, 0),b200 = (2, 2, 0),b002 = (4, 0, 0), d0 = (2,−2, 0)

los tres puntos de control extremos del parche y el punto d0 con el cual se fijan las rectas

tangentes a la cónica. Siguiendo el algoritmo presentado en este trabajo se tiene que:
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b200

b002

d0

d2

d1

b020

b101

b011

b110

Figura 3.12. Parche generado por S2, con σ2 =
1
5 , τ2 = − 1

20 y τ0 =
1
2 .

• La cónica de Bézier c(X, Y ) dada por estos cuatro puntos y las condiciones de

tangencia es: (véase Figura 3.13).

c(X, Y ) = −24Y 2 − 8X2 + 32X + 32Y

Figura 3.13. Cónica de Bézier que interpola a b020,b002 y b200

• Sea p = (3, 1, 1) el vértice del cono (véase Figura 3.14). Su ecuación impĺıcita

está dada por:

C : −24Y 2 + 16Y Z + 32Z2 − 8X2 + 16XZ + 32X − 128Z + 32Y = 0

• Luego el haz de superficies cuadráticas generado a partir de C es:

Qλ = −24Y 2 + 16Y Z + 32Z2 − 8X2 + 16XZ + 32X − 128Z + 32Y + λZ2
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p

c

Figura 3.14. Cono de base c y vértice p

• Para construir el parche en P3, se homogenizan los puntos de control extremos, los

puntos di y el vértice p.b020 = [0, 0, 0, 1], b002 = [4, 0, 0, 1],b200 = [2, 2, 0, 1]

Los vértices del tetraedro se escriben como:

d0 =

[

1,−1, 0,
1

2

]

, d1 = [−16, 16, 0, 8], d2 = [−48,−16, 0,−8], p = [3, 1, 1, 1]

• Se definen los puntos de control intermedios en función de los coeficientes σi, τi,

i = 0, 1, 2, como sigue:b011 =

[

3τ0 + τ0, τ0 − τ0, σ0, τ0 +
1

2
τ0

]b110 = [3τ1 − 16τ1, τ1 + 16τ1, σ1, τ1 + 8τ1]b101 = [3τ2 − 48τ2, τ2 − 16τ2, σ2, τ2 − 8τ2]

• La expresión homogénea del parche es:

b(u) = [X(u),Y(u),Z(u),W(u)], donde
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X(u) = 4w2 + (6σ1 − 32τ1)uv + 2u2 + (6σ0 + 2τ0)vw + (6σ2 − 96τ2)uw

Y(u) = (2σ1 + 32τ1)uv + 2u2 + (2σ0 − 2τ0)vw + (2σ2 − 32τ2)uw

Z(u) = 2uvσ1 + 2uwσ2 + 2vwσ0

W(u) = v2 + w2 + (16τ1 + 2σ1)uv + u2 + (2σ0 + τ0)vw + (2σ2 − 16τ2)uw

• Se inhomogeniza el parche y se sustituye en la ecuación impĺıcita del haz para

obtener la expresión de λ0. En nuestro caso particular, λ0 =
32(−1 + τ 20 )

σ2
0

• Se sustituye λ0 en la ecuación impĺıcita del haz, obteniendo el sistema de ecuaciones:







































−8σ2
0 + 8σ2

1 + 2048σ2
0τ

2
1 − 8σ2

1τ
2
0 = 0

8σ1τ
2
0 − 128τ2σ0 + 128τ1τ0σ0 − 8σ1 = 0

8σ2τ
2
0 − 8σ2 − 128τ0τ2σ0 + 128τ1σ0 = 0

−8σ2
0 + 2048σ2

0τ
2
2 + 8σ2

2 − 8σ2
2τ

2
0 = 0

de donde se obtienen las dos soluciones S1, S2 que no anulan λ y las expresiones

para los σi, τi

i = 0, 1, 2. Considerando S1 como solución y haciendo σ0 = 2 y τ0 =
1
2, se tiene que:

σ0 = 2, τ0 =
1

2

σ1 = 2, τ1 = − 1

32

σ2 = 0, τ2 = − 1

16

• Con esta solución se calcula el valor de λ y el parche de Bézier asociado a este.

En nuestro caso particular, λ = −6. El parche de Bézier y la cuádrica subyacente

asociada se muestran a continuación (ver Figura 3.15, Figura 3.16).
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b020

b002d0

b200

b101

b110

b011

Figura 3.15. Ejemplo del parche racional cuadrático con la primera solución.

b020

b002

d0 b101

b110

b011

Figura 3.16. Ejemplo del parche racional cuadrático y la cuádrica Q−6 asociada.

Ejemplo 3.2. Siguiendo el ejemplo anterior usando como solución S2, y haciendo

σ2 =
1
5
, τ2 =

1
100

, τ0 =
1
2
, se tiene que:

σ0 = 512, 5 τ0 =
1

2
.

σ1 = 0, 08 τ1 = 0,022.

σ2 =
1

2
τ2 =

1

100
.

Con esta solución se calcula el nuevo valor de λ y el parche de Bézier asociado a este. Para

este ejemplo, λ0 = −779. El parche de Bézier y la cuádrica subyacente asociada se muestran

a continuación (ver Figura 3.17, Figura 3.18).
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b020

b002

d0

d1

d2

b200

b101

b110

b011

Figura 3.17. Ejemplo del parche racional cuadrático con la segunda solución.

b020

b002

d0

d1

d2

b200

b101

b110

b011

Figura 3.18. Ejemplo del parche racional cuadrático con la segunda solución y

la cuádrica asociada.



Conclusión

El objetivo de este trabajo fue la elaboración de un algoritmo que permitiera la construc-

ción de un parche racional de Bézier cuya ecuación impĺıcita fuera de grado dos. Para la

construcción de este algoritmo, fue necesario el estudio curvas y superficies de Bézier tanto

en su forma polinomial como en su forma racional, sus propiedades y su representación en el

plano proyectivo y espacio proyectivo respectivamente. El algoritmo se basa en la construc-

ción de una cónica en algún plano, para su diseño se prescriben tres puntos de interpolación

y dos rectas tangentes. Al calcular la tercera recta tangente por el tercer punto de control

se obtiene un triángulo △(d0d1d2) que circunscribe a la cónica. Seguidamente se escogió un

cuarto punto p fuera del plano donde yace el triángulo y se construyó el cono C de base

la cónica c y vértice el punto p. A partir del cono, se construye una familia de superficies

cuadráticas Qλ, λ ∈ R definida por Qλ = C + Z2λ. La expresión del haz de cuádricas se

basa en la construcción y comportamiento de una cónica de Bézier: Al tender el peso w de

una cónica de Bézier al infinito, ésta tiende a las rectas laterales que definen su poĺıgono

de control, y si w = 0, se obtiene la recta doble definida por la base del triángulo de con-

trol. Tomando esta referencia para el caso del haz con el cono C como cápsula convexa que

contiene a las cuádricas del haz, si λ = 0, la superficie cuadrática correspondiente es C,

y si λ → ∞, el haz tiende al plano doble que conforma la base de C. En cualquier otro

caso, Qλ es una cuádrica no degenerada. Las caras del tetraedro d0d1d2p son tangentes al

cono, y por tanto a la familia de cuádricas Qλ. Se escogieron los puntos intermedios del

parche sobre las rectas de intersección de los planos tangentes a C, es decir, en las rectas

pdi, parametrizándolos en términos de las razones entre p y el di correspondiente, esto es:b011 = σ0p+ τ0d0b110 = σ1p+ τ1d1b101 = σ2p+ τ2d2

50
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donde los coeficientes σi, τi ∈ R. Se substituyó la expresión af́ın del parche en la ecuación

del haz, calculando la expresión general de λ y generando un sistema de cuatro ecuaciones

linealmente independientes cuyas incógnitas son σi y τi, i = 0, 1, 2 el cual se resolvió uti-

lizando Maple 7. Se obtuvo un conjunto de ocho soluciones para los coeficientes σi y τi de

los cuales sólo dos resultaron no triviales. Sustituyendo estas soluciones en la expresión del

parche se obtuvieron sus puntos y pesos intermedios garantizando que el parche de Bézier

sea una de las superficies del haz de cuádricas, Qλ.

Los parches triangulares cuadráticos en general son caracterizados por la versatilidad que

tienen al representar superficies curvas con la posibilidad de conectarlos con conexión de clase

C1. La ventaja de este trabajo radica en que la expresión impĺıcita de un parche obtenido por

este algoritmo es de grado dos sabiendo que en general la expresión impĺıcita de cualquier

parche triangular cónico tiene a lo sumo grado cuatro. Para futuros trabajos seŕıa interesante

estudiar la conexión suave de dos parches de Bézier bajo las condiciones que se proponen en

este trabajo, estudiar a fondo la estabilidad numérica de las soluciones S1 y S2 obtenidas y

estudiar la parametrización de cualquier cuádrica en términos de los parámetros de Bézier,

es decir, los puntos de control y los pesos, usando proyección estereográfica.
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