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Introduccién

La teoria de Ramsey fue iniciada con el trabajo de Frank P. Ramsey recogido en [10], en
el que el resultado principal conocido como el Teorema de Ramsey, origind el desarrollo de la
teoria matematica que lleva el nombre de Ramsey. La manera mas conveniente de enunciar

el teorema de Ramsey en relacion al presente trabajo es la siguiente:

TEOREMA 0.1 (Ramsey [10], 1929). Dados enteros positivo n y k, para toda particion
de N = {X C N : |X| = n} en k clases, eviste un conjunto infinito H C N tal que

HIM = {X C H :|X| =n} estd contenido en una sola clase.

De esta manera, el teorema de Ramsey puede ser visto como una generalizacion del prin-

cipio del casillero o principio del palomar (caso n = 1, conviniendo NI = N),

Este tipo de resultados llevé al estudio de la propiedad de Ramsey: un conjunto X C N>
es Ramsey si existe H C N infinito tal que HI® C X o HIN X = ().

El resultado obtenido por Galvin en [5] es equivalente a la afirmacién ”los subconjuntos
abiertos de N[>l son Ramsey”. Este hecho, junto a otros resultados, fue utilizado por Galvin
y por a K. Prikry (ver [6]) para demostrar que los borelianos de NI*! son Ramsey. Silver [11]
extendié este resultado a los analiticos de NIl es decir, conjuntos que son la imagen de un
boreliano por una funcién continua definida de NIl en si mismo. Posteriormente, Ellentuck
[4] di6 una demostracién topolégica del resultado de Silver, empleando la topologia que
considera a los conjuntos definidos de la forma [a, A] = {B € NI*/ : ¢ £ B C A}; donde a
es un subconjunto finito de Ny A € NI*?, E] consideré este tipo de conjuntos como abiertos
bésicos para una topologia (conocida como topologia exponencial o topologia de Ellentuck).

El resultado de Ellentuck puede ser enunciado de la siguiente manera:

TEOREMA 0.2 (Ellentuck [4], 1974). Un conjunto X C N> es Ramsey si y solo si tiene
la propiedad de Baire respecto a la topologia de Ellentuck.



INTRODUCCION 2

El teorema de Ellentuck no sélo da una demostraciéon del resultado de Silver, sino que
también caracteriza a la propiedad de Ramsey en términos topologicos.

Con el teorema de Ellentuck es el resultado se inicia la teoria topolégica de Ramsey, la
cual esta desarrolloda en el trabajo de S. Todorcevic [12].

Esta teoria estudia los espacios topologicos en los que se puede demostrar el teorema de
Ellentuck, es decir, en el que la propiedad de Ramsey y la propiedad de Baire son equivalentes.
Los espacios en los que esto es posible se conocen como espacios de Ramsey-Topologicos.

S. Todorcevic ha podido identificar y formalizar un conjunto de caracteristicas que car-
acterizan a dichos espacios.

En este trabajo revisaremos los axiomas que conforman la caracterizaciéon dada por
Todorcevic y mostraremos algunos ejemplos de espacios que los satisfacen. En particular
estudiaremos el espacio de Ellentuck y el espacio de las matrices infinitodimensionales so-
bre un cuerpo finito. En este tultimo contexto, estudiaremos un resultado que se refiere a

coloraciones de espacios vectoriales de dimensién infinita.



CAPIiTULO 1
Topologia

En este capitulo veremos algunos conceptos basicos a cerca de espacios topoldgicos co-
mo definicién de topologia, espacios topoldgicos, continuidad y homeomorfismos, conjuntos

borelianos, analiticos, entre otros.

1. Preliminares: Producto Cartesiano

DEFINICION 1.1. Dada una familia de conjuntos {A, |« € A}. El producto cartesiano
[I.ca Aa es el conjunto de funciones ¢ : A — [J,cp Ao tales que tienen la siguiente
propiedad: ¢(«) € A,, para todo a € A.

Es decir, [T ep Ao = {c: A — Uyep Aa | Va € A c(a) € Ay}

a€EA

Un elemento ¢ € [] -1 Ao se denota por {a}a, con a, € A,, para cada a € A.

a€A
De esta forma, se puede decir que a, € A, es la a-ésima coordenada de {ay}q.

Al conjunto A, se le llama el a-ésimo factor del producto cartesiano [, ., Aa-

Para cada a € A, la funcién pg : [[,cn Aa — Ap : {aa} — ag (6, equivalentemente,

¢+ ag) es llamada proyeccion sobre el 3-ésimo factor de [], .5 Aa-

NOTACION 1.2. Para cada 8 € A, dado Cy C Ag denotamos py'[Cs] = {{aa}a €
[laen Aalag € Cs} por (Ca).

Ademas, para un nimero finito de conjuntos Co, C Ya,, -+ ,C4, C Y, , denotamos

<Oa1> n---N <Oan> por <Ca17 e ’Can>'

OBSERVACION 1.3. Sea {Y, | @ € A} una familia de conjuntos no vacios. Para cada « € A,

sean A,, B, subconjuntos de Y, se tiene que:

(1) HaEA Aa N HaEA By = HaeA(Aa N Ba).
(2) HaeA AU HaeA B, = HagA(Aa U Ba).

3
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Efectivamente,

{zata € [[Ae N ][] Bo © {za}a € [[ Aa A {za}a € ] Ba

aEA aEA aEA aEA

SVaeANr, € AuNVae Nz, € B, & Vae AN x, € A, N B,
& {za}a € [[(Aa N Ba).

De forma andloga para la parte (2).

2. Espacios Topoldgicos

DEFINICION 1.4. Sea X un conjunto. Una topologia (o estructura topoldgica) en X es
una familia 7 de subconjuntos de X que satisfacen:
(1) Cada unién de miembros de 7 es también miembro de 7
(2) Cada interseccién finita de miembros de 7 es también miembro de 7

(3) § y X son miembros de 7

DEFINICION 1.5. Un par (X,7) donde X es un conjunto y 7 una topologia en X es

llamado: espacio topolégico

Los elementos del espacio topologico son llamados puntos. Los elementos de 7 son llama-

dos conjuntos abiertos del espacio topoldgico (X, 7) (o de la topologia 7).

DEFINICION 1.6. Una métrica en un conjunto X es una funcién
d: X xX —[0,00)

tal que:
(i) d(z,y) = 0siy sblosix =y,

(i) d(z,y) = p(y, ), y

(iii) para todo z,y,z € X, d(x,2) < d(z,y) + d(y, 2).
Si d es una métrica en X, se dice que (X, d) es un espacio métrico. Todo espacio métrico tiene
una topologa natural definida por la métrica. Esta es la coleccién de todos los subconjuntos
A C X tales que para todo elemento x € A, existe un € > 0 tal que B.(z) = {y € X :
d(z,y) < e} € A. Un espacio topoldgico (X, 7) se dice metrizable si existe una métrica d en

X tal que T coincide con la topologia definida por la métrica d.
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EJEMPLO 1.7. Sea X un conjunto cualquiera.

(1) Si definimos 7 = {0, X'}, entonces (X, 7) es un espacio topolégico. A 7 se le conoce
como topologia indiscreta.

(2) Sea T ="P(X), (1, X) es un espacio topoligico. Esta topologia es llamada topologia
discreta.

(3) Cualquier espacio métrico (X, d) es un espacio topolégico, si consideramos 74 la
topologia inducida por la métrica d, diremos que A € 74, 0 lo que es lo mismo; A es
un abierto siempre que cada x € A este contenido en una bola abierta totalmente
contenida en A, es decir:

A es abierto en (z,74) © Ve € Asidr, >0:2 € B(z,r,) CA

El la recta real, es decir en R, la topologia usual es la determinada por los siguientes
conjuntos:

Un intervalo abierto de R, es un conjunto de la forma
{reR: a<z<b}

donde a, b € R. Decimos que éste es el intervalo abierto determinado por a y b, y lo denotamos
(a,b); si a < b el intervalo es no vacio. Un conjunto A de nimeros reales es abierto si para

cada x € A, existe un intervalo abierto (a,b) tal que x € (a,b) C A.

DEFINICION 1.8. Sea (X, 7) un espacio topolégico y sea x € X. Una vecindad de x es

cualquier conjunto abierto que contiene a .

3. Bases

DEFINICION 1.9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una familia B C 7 es llamada base

de T si cada conjunto abierto es la unidn de miembros de B.

DEFINICION 1.10. Decimos que S C P(X) es una subbase de 7 si todo elemento de 7 es

unién de intersecciones de S.

TEOREMA 1.11. Sea B C 7. Las siguientes propiedades de B son equivalentes:

(1) B es una base para T

(2) Para cada G € T y cada x € G existe U € B tal quex € U C G
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DEMOSTRACION. (1) = (2) Sea = € G; entonces si G € Ty B es una base, G = |, Ua,
donde cada U, € B. Entonces existe algin U, € Btal que x € U, C G. (2) = (1) Sea G € T;
para cada = € G, hallamos U, € B tal que z € U, C B. Entonces, G = {U, : = € G}. d

TEOREMA 1.12. Sea B C 7 una base para 7. Entonces A es un abierto en 7 si y solo si

para cada x € A existe U € B tal que x € U C A.

DEMOSTRACION. Si A es abierto, la conclusién se sigue del teorema anterior. Recip-
rocamente, si para cada x € A existe U € B tal que x € U C A podemos encontrar
A =U{U, : a € A}, donde cada U, € B C 7; con lo que A es abierto 8 se sigue de la

definicién. O

DEFINICION 1.13. Sean 7, y 7> dos topologias en un conjunto X. Decimos que 7; es m4s
fina que o refinamiento de Ty si todo elemento de 7, es unién de elementos de 77 (es decir,

71 tiene mas abiertos que 7).

4. Conceptos Elementales

Sea (X, 7) un espacio topolégico. A cada A € X (tambien denotado por A¢) le asociamos
su complemento X \ A. Como ademds, A = X \ (X \ A) entonces A estd univocamente
determinado por su complemento. Por lo tanto, a partir de los complemento de los conjuntos
abiertos, podemos recuperar los conjuntos abiertos mismos. Con esta observacién diremos

que:
DEFINICION 1.14. A C X es llamado cerrado si A° es un conjunto abierto.

EjEmPLO 1.15. (1) En la topologia indiscreta, los tinicos conjuntos cerrados son ()
y X. Mientras que en la topologia discreta cada conjunto es abierto y cerrado.

(2) En R con la topologia usual, el conjunto [a,b] = {z € R: a <z < b} es el intervalo

cerrado determinado por a y b. Cada intervalo [a, c0) es un conjunto cerrado, porque

su complemento R \ [a,00) = (—00, a) es un abierto.

DEFINICION 1.16. Sea A C X. El interior de A, denotado por A°, es la reunién de todos
los conjuntos abiertos contenidos en A. Un punto z € A tal que z € A° se llama punto

interior de A.
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EJEMPLO 1.17. Si Q@ C R es el conjunto de los ntiimeros racionales. Entonces Q° = () y
(R\Q)° = 0, ya que cada intervalo abierto contiene elementos de Q y de R\ Q. Este ejemplo
muestra que la relacién: (AU B)° # A° U B°.

DEFINICION 1.18. Sea A C X. La clausura de A es la interseccién de todos los conjuntos

cerrados que contienen a A y es denotado por A.

DEFINICION 1.19. Sea A C X. un punto x € X es llamado punto de acumulacién de A
si cada vecindad de x contiene al menos un punto de A distinto de z. El conjunto de todos

los puntos de acumulacién se denota por A'.

TEOREMA 1.20. Sea A C X, entonces:

i La clausura de A, A, es la reunion de A con sus puntos de acumulacion.

ii Un conjunto es cerrado si y solo si contiene a sus puntos de acumulacion.

DEMOSTRACION. iSiz € X es un punto de acumulaciéon de A, entonces cada

entorno abierto de z intersecta a A, y en consecuencia, x € A. Por otro lado, si

x € A\ A entonces z es un punto de acumulacién de A. En conclusién, A = AU A’

ii Como A= AUA'y A es cerrado si y sélo si A = A, entonces A es cerrado si y s6lo
siA’CA

O

EJjEmMPLO 1.21. En R con la topologia usual tenemos:

(a,b) = (a,b] = [a,b) = [a,b] = [a, D]

ya que a y b son los puntos de acumulacién de (a,b), (a,b] y [a,b). Ademds [a,b] es un

conjunto cerrado.

DEFINICION 1.22. Una sucesién {z,,}°°, de elementos de un espacio topoldgico (X, )
converge a x € X si para todo abierto U que contiene a x, existe m tal que x,, € U para

todo n > m. En este caso, se escribe lim,_ox, = .

DEFINICION 1.23. Un espacio topoldgico es compacto si para cada coleccién de abiertos
cuya unién es X existe una subcoleccién finita cuya union es también X. Esto generalmente

se expresa diciendo que todo cubrimiento de X por abiertos tiene un subcubrimiento finito.
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5. Continuidad y Homeomorfismos

DEFINICION 1.24. Sean (X, 1) y (Y, 72) dos espacios topoldgicos. Una funcién f : X — Y
es continua si y solo si:

fﬁl<A) S Ac To

es decir, que la imagen inversa por f de un subconjunto abierto de Y es un subconjunto

abierto de X.

EJjEMPLO 1.25. (1) Si (X,71) v (Y,72) son dos espacios topoldgicos arbitrarios y
Yo € Y estd fijo. La funcién constante ¢ : X — Y, dada por ¢(z) = y,, V x € X es
continua.

(2) La funcién identidad I, : (X,71) — (X, 72) es continua si y sélo si 7; es mas fina

que To.

DEFINICION 1.26. Sean (X, 71) y (Y, 72) dos espacios topoldgicos. Sea funcién f: X — Y
biyectiva. Entonces, f es un homeomorfismo si f es continua y f~! también. Si tal funcién

existe, entonces diremos que (X, 71) y (Y, 72) son homeomorfos.

OBSERVACION 1.27. (1) Si f:(X,7) — (Y, 72) es homeomorfismo, entonces f~! :
(Y, 75) — (X, ) también.

(2) Si f: (X, ) — (Y, 72) es homeomorfismo entonces:
Acen e f(A)en
6. Propiedades Topolégicas

DEFINICION 1.28. Un espacio topoldgico X es llamado primer numerable (I-numerable),
si él satisface el siguiente axioma:
Al) Para cada x € X, existe una base numerable 3, de abiertos que contienen al punto z,

tal que VG € X abiertor e G=3d1 B e, : BCG.

EJEMPLO 1.29. Si X es un espacio métrico, z, € X entonces 3,, = {B(z,, =) : n € N}

es una base local en x, numerable. Por lo tanto cualquier espacio métrico es I-numerable.

DEFINICION 1.30. Un espacio topoldgico (X, T) es sequndo numerable (II-numerable) si
él satisface el siguiente axioma:

AII) 7 contiene una base numerable [3.
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EJEMPLO 1.31. R con la topologia usual es II-numerable, ya que 8 = {(a,b) : a <b € Q}

es una base numerable de R.

DEFINICION 1.32. D C X es denso en X si D = X. Claramente, X es denso en X, de

hecho, es el Unico cerrado denso en X

DEFINICION 1.33. Un espacio topoldgico X se dice separable si satisface el siguiente
axioma:

X contiene un subconjunto denso numerable.
EJEMPLO 1.34. R es saparable con lo topologia usual. Pero (R, P(R)) no es separable.
7. Espacios Topolégicos Producto

Dados dos espacios topolgicos X e Y, consideremos X X Y el producto cartesiano de X

eY.

DEFINICION 1.35. Un rectdngulo abierto en X x Y es un conjunto de la forma. U x V' C

X x Y, tal que U es abierto en X y V es abierto en Y.

SiU xV y W x S son rectangulos abiertos en X x Y entonces su interseccién (U x V)N
(WxS)=UnW)x (VNS) también es un rectdngulo abierto.
Por lo tanto, el conjunto de todos los rectangulos abiertos en X x Y es una base de una tinica
topologa de X x Y. Esta topologia recibe el nombre de topologia producto de las topologias
de X x Y. El conjunto X x Y dotado de esta topologia se llama espacio topologico producto
de los espacios X e Y.
En consecuencia, Z C X x Y es un abierto en la topologia producto es un abierto, si y sélo
si, para cada punto (x,y) € Z existen abiertos U C X y V C Y talesquex e U,y € V' y
UxV C/Z.
De manera natural, estan asociadas al espacio producto X X Y dos proyecciones candnicas:
p1: X XY = Xypy: X XY — Y, dadas, respectivamente, por: p;(z,y) = z y p2(z,y) = v.
Estas funciones son continuas, ya que si U C X es abierto, pfl(U ) = U x Y,y analogamente,

si V CY esun abierto, p, '(V) = X x V

PROPOSICION 1.36. Si las topologias de X e Y tienen base 31 y (32, respectivamente,

entonces la familia:

ﬁ:{UXV]UGﬂlyVEBQ}
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es base de la topologia producto.

DEFINICION 1.37. Sea {Y,|a € A} una familia de espacios topoldgicos. Sea 7, una
topologia para cada o € A. La topologia del producto cartesiano [], ., Ya tiene como subbase
todos los conjuntos (Us) = p5'[Us] = {(2a)a € [I, Ya|2s € Us} para todos los Us € 75 y
para todos los 3 € A, donde pg es la proyeccion de [, Y, en el §-ésimo factor Y.

OBSERVACION 1.38. Dado Cjy C Yj, como (Cy) = p5'[Cs] es el conjunto {(z4)a €
[1,Yalzs € Cg}, esta definicién se puede generalizar para un ntimero finito de conjuntos,

asi:
(Cars 3 Cay) = (Coy) NN (Ca,) = {(20a)a € HYa|xa1 € Coys ' s Ta, € Ca,t

TEOREMA 1.39. Para un conjunto arbitrario A, el espacio [[,., Yo cumple lo siguiente:

aeA

(1) Para cada o € A, sea X, una subbase de la topologia 1, deY,. Entonces la familia
{(Vs)| Vs € E3, B € A} es una subbase de la topologia del producto cartesiano en
I, Ya.

(2) Si Ay C Y, para cada o € A, entonces m = [1., Aa, por lo tanto el producto
cartesiano de conjuntos cerrados es cerrado (a diferencia de los conjuntos abiertos:

el producto cartesiano arbitrario de abiertos no es abierto, en general).

DEMOSTRACION. (1) Para cada « € A, todo abierto U, se escribe como unién de inter-
secciones finitas de elementos de ¥, (ya que 3, es subbase de 7,).
Como (AzN Bg) = (Ag) N (Bg) para todo A, B € ¥4, entonces cada abierto béasico se escribe
como intersecciéon de un numero finito de elementos de 2.
(2) Supongamos que {ya}a € [], Aa-
Sea 3 € A, y sea Ug una vecindad de yg.
Como (Ug) es una vecindad de {y,}a, se tiene que (Ug) N ][, Aa # 0.
Esto es {{aa}a € [, Aa|as € Us} # 0. Luego Ag N Ug # 0. Por lo tanto ys € Ag.
Reciprocamente, supongamos que {ya}a € [[, Aa, s decir para cada 8 € A, yz € Ag, de
modo que para cada 3 € A se cumple que para toda vecindad Uy de ygz, Us N Ag # 0. Por lo
tanto (Ug) N[, Aa # 0.
Luego, para un numero finito de coordenadas, se cumple que (Ug,,--- ,Ug,) N[, Aa # 0.

Como (Ug,, - ,Upg,) es una vecindad de {yq }q, se tiene que {ya}o € [], Aa-
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Sea {A, C Y, |a € A} una familia de conjuntos abiertos.
Dado {aq}, un elemento de [], An, toda vecindad de {a,}, tiene la forma {{z,}, €
[I, A0 |20, € Usys -+ 20, € Uy, }, con Uy, -+, Uy, vecindades de aq,,- -, aq, respec-

tivamente. Por lo tanto, nunca se podrd hallar una vecindad contenida en [], A,. 0

Sea F' un conjunto finito. Consideremos el conjunto F'N de las funciones de F' en N, o
sucesiones infinitas de elementos de F', dotado de la topologia producto que resulta de dar a
F la topologfa discreta. Dada una sucesién finita s de elementos de F, sea U, = {z € F" :
x(i) = s(i)V 0 < i < n}, donde z(i) y s(i) es la i-ésima entrada de x y s respectivamente.
Los conjuntos de la forma Uy constituyen una base finita de la topologia de N (es finita ya
que el conjunto de sucesiones finitas de elementos de F es finita).

Veamos que {Us; : s C N,|s| < oo} es una base para la topologia producto. Con esta
topologia, describiremos la convergencia en FN de la siguiente manera: Una sucesién {x; :
i € N} converge a x siy sélo si Vn3 mV k> m (xx(n) = z(n)). Este espacio es metrizable
por la métrica dada por

0 St T =1y
(1.1) d(z,y) = 1

t
(menor n tal que x(n) # y(n)) +1 en otro caso

Para demostrar que esta métrica d4 la topologia de FN basta verificar que determina la

convergencia que mencionamos anteriormente.

Todos estos conceptos pueden ser mejor estudiados en [13] y [16].



CAP{TULO 2

Teoria Descriptiva de Conjuntos

En este capitulo vamos a describir conjuntos con una estructura topoldgica. Definiremos
lo que es un espacio Polaco y con ello definiremos a los conjuntos Borelianos y los conjuntos

Analiticos para luego relacionarlos con el Operador de Souslin.

1. Espacios Polacos

DEFINICION 2.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion de Cauchy es una sucesién
() de elementos de X tal que lim,_,,,d(x,, z,,) = 0. Llamamos a (X, d) completo si cada
sucesiéon de Cauchy tiene limite en X. Dado (X, d), un espacio métrico cualquiera, existe un
espacio métrico completo (X' , ci) tal que (X, d) es un subespacio de (X , ci) y X es denso en
X. Este espacio es tnico por isometria y es llamado la completacion de (X, d). Claramente,

X es separable sii X lo es.

DEFINICION 2.2. Un espacio topoldgico X es completamente metrizable si este admite
una métrica compatible d tal que (X, d) es completo. Un espacio separable completamente

metrizable es llamado Polaco.

EJEMPLO 2.3. (1) R,C,R*, C*, RN y CN son Polacos; el intervalo unitario
I=10,1]

el circulo unitario
T={zeC: |z|=1}

el cubo n-dimensional 1", el cubo de Hilbert IV, el toro n-dimensional T" y el toro
infinito-dimensional TY son Polacos.

(2) Cualquier conjunto A con la topologia discreta es completamente metrizable, y si
es numerable, este es Polaco.

(3) Elespacio AY, visto como el producto infinito de muchas copias de A con la topologfa

discreta, es completamente metrizable y si A es numerable entonces AN es Polaco.

12
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De particular importancia son los casos A =2 ={0,1} y A=N.

Llamamos a
c=2N

el Espacio de Cantor y
N =N

el Espacio de Baire.

2. Categoria de Baire

Sea X un espacio topolégico. Un conjunto A C X es llamado nunca denso si su clausura
A tiene interior vacio, es decir, (A)° = . (Esto es equivalente a que X \ A es denso.) Entonces,
A es nunca denso sii A es nunca denso. Un conjunto A C X es magro (o de primera cate-
goria) si A = U,enA,, donde cada A, es nunca denso. Un conjunto no-magro es llamado de
sequnda categoria. El complemento de un conjunto magro es llamado comagro (o residual).
Entonces, un conjunto es comagro sii contiene la interseccion de una familia numerable de

conjuntos densos abiertos.

Un ideal en un conjunto X es una coleccién de subconjuntos de X que contiene a ) y es
cerrado bajo subconjuntos y uniones finitas. Si también es cerrado bajo uniones numerables
entonces lo llamaremos o-ideal. Los conjuntos nunca densos de un espacio topoldgico forman

un ideal, y los conjuntos magros forman un o-ideal.

PROPOSICION 2.4. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son equiv-

alentes:

i) Cada conjunto abierto no vacio en X es no-magro.
ii) Cada comagro en X es denso.

iii) La interseccion de una familia numerable de densos abiertos en X es denso.

DEFINICION 2.5. Un espacio topoldgico es llamado espacio Baire si satisface la proposi-

cién anterior.

Sea Z un o-ideal en un conjunto X. Si A, B C X, decimos que A, B son iguales m”odulo

7, denotado por A =1 B, si la diferencia simétrica AAB = (A\ B)U(b\ A) € Z.
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En el caso particular donde Z es el o-ideal de los conjuntos magros de un espacio topolégico,

escribimos:

A="B

si A y B son iguales médulo conjuntos magros.

DEFINICION 2.6. Sea X un espacio topoldgico. Un conjunto A C X tiene la propiedad
de Baire (PB) si A =" U para algtin abierto U C X.

3. Borelianos

DEFINICION 2.7. Decimos que A C P(X) es un dlgebra de conjuntos si A es cerrada
bajo uniones finitas y complementaciones. Y decimos que A es una o-dlgebra si ademas es
cerrado bajo uniones numerables. Dado ¢ C P(X), existe una menor o-dlgebra contenida en
e, llamada o-dlgebra generada por ¢ y denotada por o(g). También ¢ es llamado conjunto
de generadores para o(e). Una o-dlgebra es generada numerable si ésta tiene un conjunto

numerable de generadores.

Un espacio medible es un par (X,S), donde X es un conjunto y S es una o-algebra en
S. El miembro S es llamado medida.

Sea N el conjunto de los ntimeros naturales. Denotemos por N al espacio "N de todas
las funciones de N en N dotado de la tolopogia que resulta de dar a N la topologia discreta.
Este espacio se llama el espacio de Baire.

Un espacio tipo Baire es un producto X; x X, X ... x X,, donde cada factor es N o N.
Diremos que el espacio es de tipo 0 si todos los factores son N y en caso contrario decimos
que es de tipo 1.

Estudiaremos clases de subconjuntos de espacios tipo Baire. Diremos que I' es una clase
de conjuntos si todo X € I' es un subconjunto de un espacio tipo Baire. Si X’ es un espacio

tipo Baire, denotaremos por I'(X) a la coleccion I' N P(X).

DEFINICION 2.8. Sea X un espacio tipo Baire, B(X), la clase de los borelianos de X, es la
menor o-algebra de subconjuntos de X' que contiene a los abiertos. Un conjunto perteneciente

a esta clase se llama conjunto boreliano.

Si I' es una clase de subconjuntos de un espacio X tipo Baire, denotaremos por oI’

a la clase de uniones numerables de conjuntos en I', por 0I' denotamos a la coleccion de
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intersecciones numerables de elementos de I', y cI' denota la clase de complementos de

conjuntos en I'.

DEFINICION 2.9. > 7(X) es la clase de los abiertos de X, [[](X) la clase de los cerrados
de X y AY(X) =>7(X) NI (X). Inductivamente definimos:
50(X) = o(U{ITE(A) : € < )
[Ta(X) = 30 (X) y
ALX) = 220 (X) N (&)

Sean {A, : n € N} y {B,, : n € N} dos familias de subconjuntos de un espacio tipo

Baire, decimos que la familia {B,, : n € N} reduce a la familia {A4,, : n € N} si, y sélo si,

a) U{4,: ne N} =U{B,: neN}
b)VneN, B, C A,
¢) B;N B; = () para todo i # j.

Una clase I' de conjuntos tiene la propiedad de reduccion si para toda familia {A,, : n €
N} de conjuntos en I' existe una familia {B,, : n € N} también de conjuntos de I' que la
reduce.

Decimos que I tiene la propiedad de separacion si, y sélo si, para cada {A,, : n € N} C I tal
que N{A,, : ne N} =0, existe {B, : n € N} C I'Nel tal que paratodon € N, A, C B, y
N{B,: neN}=0.

4. Analiticos

DEFINICION 2.10. Para un espacio X, definimos:
SHX)={f'A: ACN y f: N — X es continua},
[T.(X) = 321 (%),

AL(X) = 321 (X) NI (X), v en general,
Zn+1(é\f) ={f"A: A€ H,lL(N) y [ N — X es continua},
[1.(X) = X2 (X), v
AL(X) = 32,(X) N, ().

donde f”A es la imagen de A por f.
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DEFINICION 2.11. Un conjunto se llama analitico si pertenece a la clase Z}, y un conjunto

L 1
es coanalitico si pertenece a la clase [];.

PROPOSICION 2.12. Sea X un espacio polaco, y sea A C X. Entonces las siguientes son

equivalentes:

i) A es analitico.
ii) Eziste un Polaco Y y un Boreliano B C X X Y tal que A = proyx(B) ( A es la
proyeccion de B en X ).
iii) Ewiste un cerrado F C X x N tal que A = proyx(F).

5. Operador de Souslin

DEFINICION 2.13. Un Operador de Souslin A es una operacién que aplicada a la familia
Yi(s € N<°) de conjuntos indexados por sucesiones finitas de enteros no negativos, da como

resultado:

A(Y,: s e N°%) = U ﬂYs\n

zeN>® neN

OBSERVACION 2.14. A la familia Y;(s € N<*) la llamamos esquema de Souslin.

Dada una familia de conjuntos F, decimos que F es cerrada bajo el operador de Souslin

si dado un esquema de Souslin en F entonces el resultado del operador es un elemento de

F.

TEOREMA 2.15 (Marczewski). Sea P una familia no vacia de subconjuntos de algin
conjunto X tal que cada miembro de P es P-Baire y el ideal de los P-magros es o-aditivo.

Entonces, el dlgebra de los subconjuntos P-Baire de X es cerrado sobre el operador de Souslin.

LEMA 2.16. Un conjunto A en un espacio Polaco es analitico si y sélo si A es el resultado

de aplicar el operador de Souslin A a alguna familia de conjuntos cerrados.

DEMOSTRACION. Probemos primero que si Y;(s € N<*), son conjuntos cerrados en un

espacio Polaco X, entonces A = A(Y; : s € N<°) es analitico. Tenemos:
te€A—TaeN|zenYon

—3Jal(z,a) € Ny By
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donde B,, = {(z,a) : « € Yy,,}. Cada B, es un conjunto boreliano en X x A por lo tanto A
es analitico.
Reciprocamente, sea A C X un analitico. Entonces, existe una funcién continua f : N — X

tal que f(N) = A. Né6tese que para cada cada a € N,

Mazof(O(aln)) = Mo f(Olaln)) = {f(a)}

donde O(s) ={a € N : aln = s}, con s € N.
Entonces,

A= f(N) = Uzenn N2, f(O(aln))

, v por lo tanto, A es el resultado de aplicarle el operador A a los conjuntos cerrados f(s).

O

Estos temas son estudiados de manera més detallada en los libros [15] y [17]



CAPIiTULO 3
Algebra

A continuacién, vamos a ver conceptos elementales sobre los objetos de estudio en este
trabajo, es decir, las matrices y los espacios vectoriales. Para ello debemos introducir algunos

conceptos previos:

1. Grupos, Anillos y Cuerpos

Dado un conjunto arbitrario no vacio S definamos A(S) como el conjunto de todas
las aplicaciones biyectivas del conjunto § sobre si mismo. Para cualesquier dos elementos
o,7 € A(S) introducimos un producto al que representamos por o o7, entonces los siguientes

hechos acerca de los elementos de A(S) sometidos a este producto son validos:

(1) Siempre que 0,7 € A(S) entonces se sigue que o o7 estd también en A(S). Describi-
mos esto diciendo que A(S) es cerrado respecto al producto.

(2) Para cualesquier tres elementos o,7,u € A(S), 0o (Tou) = (0 o7)opu. A esta
relacién se le llama ley asociativa.

(3) Hay un elemento muy especial ¢ € A(S) que satisface 1o 0 = 0 01 = ¢ para todo
o € A(S). A tal elemento se le llama elemento identidad de A(S).

(4) Para todo o € A(S) hay un elemento, al que representamos por o~ !, también en
A(S), tal que coo™! = 07 loo = 1. Esta situacién generalmente se describe diciendo

que todo elemento de A(S) tiene un inverso en A(S).

Se verifica también otro hecho acerca de A(S); a saber, que siempre que S tiene tres o
més elementos podemos encontrar dos elementos «, 3 € A(S) tales que awo 3 # [ o a. Esta
posibilidad que contradice nuestra esperiencia e intuiciéon matemaatica habituales, introduce
una riqueza en A(S) de la que, a no ser por ello, habria carecido.

Con este ejemplo como modelo y un gran conocimiento de muchas situaciones matematicas

y mucha abstraccién construimos lo siguiente:

18
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DEFINICION 3.1. Un conjunto no vacio de elementos G se dice que forma un grupo si en

G esta definida una operacién binaria, llamada producto y denotada por (-) tal que:

(1) a,b € G implica que a - b € G (cierre).
(2) a,b,c € G implica que a - (b-¢) = (a-b) - ¢ (ley asociativa).
(3) Existe un elemento e € G tal que a-e = e¢-a = a para todo a € G (existencia de un
elemento identidad en G).
1 -1

(4) Para todo a € G existe un elemento a™' € G tal que a-a™' = a™!-a = e (existencia

de inversos en G).

EJEMPLO 3.2. (1) Supongamos que G esta constituido por el conjunto de los en-
teros, xon a - b, para a,b € (G, definida como la suma usual entre enteros, es decir,
a-b=a+ b, se puede verificar facilmente que G es un grupo abeliano infinito en el
que 0 juega el papel de e, y —a el de a™*

(2) Supongamos que G consiste en los nimeros reales 1 y —1 con la multiplicacién entre

nimeros reales como operacién. GG es un grupo abeliano.

DEFINICION 3.3. Un conjunto no vacio R se dice que es un anillo asociativo si en R

7 b

estan definidas dos operaciones, denotadas por 7 +7 y respectivamente tales que para

cualesquiera a,b,c € R:

1) a+bestd en R.
2) a+b=0b+a.
3) (a+b)+c=a+ (b+c).

4) Hay un elemento 0 en R tal que a + 0 = a (para todo a en R).

6
a-(b-c)=(a-b)-c
8 a-(b+c)=a-b+a-cy(b+c)-a=b-a+ c-a (las dos leyes distributivas).

(
(2)
(3)
(4)
(5) Existe un elemento —a en R tal que a + (—a) = 0.
(6) a-bestd en R.

(7)

(8)

Los anillos no asociativos, es decir, aquellos en que no se verifica el axioma 7, se presentan
en matematica y son objetivo de estudio, pero aqui no es de nuestro interés.
Puede y no suceder que exista un elemento 1 en R tal que a-1 =1-a = a para todo a en

R; si tal elemento existe diremos que R es un anillo con elemento unitario.
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Si la multiplicacion de R es tal que a-b = b - a para todo a,b en R entonces llamamos a R

anillo conmutativo.

EJEMPLO 3.4. (1) R es el conjunto de los enteros; + es la suma usual y - la multi-
plicacion usual de los enteros. R es un anillo conmutativo y con elemento unitarios.

(2) R es el conjunto de todos los enteros pares bajo las operaciones habituales de adicién
y multiplicacién. R es un anillo conmutativo, pero no tiene elemento unitario.

(3) R es el conjunto de los niimeros racionales bajo la adicién y multiplicacién habituales
de los nimeros racionales. R es un anillo conmutativo con elemento unitario. Pero
aln mas que eso, pues podemos ver que los elementos de R distintos de 0 forman un
grupo abeliano bajo la multiplicacién. Un anillo con esta tltima propiedad se llama

CUETPO.

DEFINICION 3.5. Un anillo R es llamado cuerpo si los elementos de R distintos de 0

forman un grupo abeliano respecto a la multiplicacién.
Un cuerpo finito es un cuerpo con una cantidad finita de elementos.

EJEMPLO 3.6. Z,, con p primo, con la suma y el producto habitual de los Z, forma un

cuerpo finito con p elementos.

2. Espacios Vectoriales

DEFINICION 3.7. Un conjunto no vacio V se dice que es un espacio vectorial sobre un
cuerpo F'si V es un grupo abeliano respecto a una operacion que denotaremos por +, y si
para todo a € F', v € V esta definido un elemento, escrito como awv, de V', con las siguientes
propiedades:

(1) a(v+w) =av+ aw
(2) (a+ B)v =av+ pv
(3) a(Bv) = (aB)v
(4) lv=w
para cualesquiera o, 5 € F'y v,w € V (donde el 1 representa el elemento unitario de F' en

la multiplicacion).

Usaremos sistematicamente las siguientes notaciones:
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a) F' representara un cuerpo.

b) Las letras griegas mintusculas seran elementos de F'; nos referiremos con frecuencia

a los elementos de F' como escalares.

c¢) Las letras latinas maytsculas representaran espacios vectoriales sobre F.

d)

Las letras latinas mintsculas denotaran elementos de espacios vectoriales. A los

elementos de un espacio vectorial les llamaremos con frecuencia vectores.

EJjEmMPLO 3.8. (1) Sea F un cuerpo y K un cuerpo que contiene a F' como subcuer-

po. Consideremos K como un espacio vectorial sobre F' usando el + del espacio
vectorial la adicion de elementos de K, y definiendo para o € F', v € K, av como el
producto de a y v como elementos en el cuerpo K. Los axiomas (1),(2),(3) para un
espacio vectorial son consecuencias de la ley distributiva derecha, de la ley distribu-
tiva izquierda y de la ley asociativa, respectivamente, que valen para K por ser un
anillo.

Sea F' un campo y sea V la totalidad de todos los n-tuples, (a4, ..., @, ), donde todos
los a; € F. Dos elementos (aq, ..., ) ¥ (51, ..., Bn) de V se definen iguales si y sélo
si a; = f3; para todo i = 1,2, ..., n. introducimos ahora las operaciones requeridas en
V' para hacer de él un espacio vectorial definido:

(a) (a1, ...,an) + (B, ..y Bn) = (a1 + B1, .oy i + Bn).

(b) y(ai, ..., an) = (yau, ..., va,) para vy € F.

Dado un cuerpo finito F, FN es un espacio vectorial. Sean u,v € FY y sean o, 3 € F.

Veamos que estos elementos satisfacen la definicion de espacio vectorial:

1)

2)

3)

4)

a(u+v) =aou+ av

Esto es debido a que F' es un cuerpo, luego, a(u(i) + v(i)) = au(i) + awv(i) para
todo 7 € N.

(a4 B)v =av+ po

Esta propiedad se satisface porque (a + )v(i) = av + Bv(i) para todo i € N.
a(fv) = (af)v

Vale porque a(fv(i)) = (af)v(i) para todo i € N.

lv=wv

Para todo ¢ € N, 1v(i) = v(i).
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DEFINICION 3.9. Si U y V son espacios vectoriales sobre F', entonces la aplicacién T de
U en V se dice que es un homomorfismo si:
(1) (ug +u2)T = wuT + uT.
(2) (auy)T = a(uy T).

Para cualesquiera uy,us € U y a € F.

Si T es, ademés, inyectiva le llamamos isomorfismo. El nicleo de T es, por definicién, {u €
Ul uT = 0} donde 0 es el elemento identidad de la adicién en V. Dos espacios vectoriales se

dicen que son isomorfos si hay un isomorfismo de uno sobre el otro.

3. Matrices

Dada F un cuerpo finito. Todas las matrices consideradas en este trabajo son matrices

definidas sobre F'.

DEFINICION 3.10. Una matriz es una funcién de la forma:
A:nxm — F,donde n,m € NU{N}
La i-ésima fila es la funcion:
A; : m — F definida por A;(j) = A(i, 7).
La j-ésima columna de A es la funcion:

Al :n — F dada por A7(i) = A(i, 7).

DEFINICION 3.11. Decimos que una matriz n X m es escalén reducida si:
(1) Cada fila de A tiene una entrada distinta de cero.
(2) Si m; es la minima entrada distinta de cero de A;, entonces A;(m;) = 1 y ademads
A(j,m;) = 0 para i # j.

(3) m; < m; siempre que i < j.



CAP{TULO 4

Teoria Abstracta de Ramsey

En este capitulo estudiaremos a cerca la teoria abstracta de Ramsey, para ello debemos
introducir algunas nociones necesarias sobre la propiedad abstracta de Baire y del operador

de Souslin.

1. La propiedad Abstracta de Baire

DEFINICION 4.1. Sea X un conjunto cualquiera y sea P una coleccién no vacia de sub-
conjuntos de X que llamaremos conjuntos basicos. Decimos que un subconjunto Y de X es
P-Baire si para cada P € Pexiste un Q C P, Qe Ptalque Q CY o QNY =0.Y si
para cada P € P podemos encontrar () C P tal que Q N'Y = (), entonces diremos que Y es
P-Magro.

OBSERVACION 4.2. La coleccién de los subconjuntos P-magros de X forman un ideal de

subconjuntos de P, es decir, es cerrado sobre subconjuntos y uniones finitas.

LEMA 4.3. 5% el ideal de conjuntos P-magros es o-aditivo, entonces la coleccion de todos

los subconjuntos P-Baire de X es una o-dlgebra.

DEFINICION 4.4. Un P-cubrimiento de un subconjunto Y de X es algtin conjunto P-
Baire ¢(Y) que contiene a Y y tiene la propiedad que cada subconjunto P-Baire diferente

de ¢(Y) \ 'Y serd P-magro.
LEMA 4.5. Para cada espacio topoogico X, cada subconjunto de X admite un F,-cubrimiento.

2. Teoria Ramsey-Topoldégica

En esta seccion vamos a describir un FEspacio Ramsey Topologico, consideremos una

estructura de la forma
(R, <)

23
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donde R es un conjunto no vacio, < es un casi-orden en R, 7 : Rx N — AR es una funcién
dada por una sucesién de aproximaciones (r,(.) = r(.,n)). AR es el conjunto de todas las
aproximaciones finitas de R.

Definamos entonces los conjuntos béasicos:

a, X]={AeR A< XyInr,(A) =a}

para a € AR y X € R forma una base para una topologia en R que extiende la topologia

métrica usula en R cuando consideramos R como subespacio de ARN.

DEFINICION 4.6. Llamamos longitud de a, para a € AR, al entero positivo n tal que

rn(A) = a, para algin A € R
NOTACION 4.7. Denotaremos a la longitud de a, para a € AR asi: |a| = 1.

Entonces, supongamos que las siguientes condiciones las satisface la tripleta (R, <,r)

Axiomas:

Al ry(A)=0VAeR.

A2 A # B implica que r,(A) # r,(B) para algin n € N.

A3 rn(A) =r,(B) implica n = m y rp(A) = r(B) para todo k < n.

A .4 Existe un casi-orden localmente finito, <;,, en AR tal que A < B si y s6lo si ¥n
Im tal que 7,(A) <pip i (B).

NOTACION 4.8. Paraa e AR yY € R,

min{k| a <gim re(Y)} si 3k a <pin ri(Y)
(4.1) depthy (a) =
1 en otro caso
A5 (1). depthp(a) > 0 implica [a, A] # () para todo A € [depthg(A), B]
(2). A< By depthg(a) > 0 implica que existe A’ € [depthg(a), B] tal que [a, A'] C
la, A.
A.6 Si depthg(a) > 0y si O C AR, 41 entonces existe A € [depthp(a), B] tal que
Tlaj4+1]a, Al C O 0 7jg41]a, A] C O°
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DEFINICION 4.9. Un conjunto X es Ramsey si para cada conjunto bésico no vacio [a, Y]
existe X € [depthy (a),Y] tal que [a, X] C X o [a, X]NX =)
Si para cada [a, Y] # 0 encontramos X € [depthy (a),Y] tal que [a, X] N X = 0 decimos que

X es un conjunto Ramsey-nulo de R

DEFINICION 4.10. Un conjunto X C R es Baire si para cada abierto bésico [a, X] existe
aCbe ARyY <X

tal que [b,Y] # 0y [b,Y] € X o [b,Y]NAX = (. Si para cada [a, X] # 0 podemos hallar
aChbe ARy Y < X tal que [0, Y] # 0y [b,Y]N X = 0 entonces X es llamado magro

Un caso particular de una tripleta (R, <,r), la cual veremos en el préximo capitulo de

manera mas detallada, es el espacio (N>, C, r) de todos los subconjuntos infinitos de N,
donde 7, (A) es el segmento inicial de A, obtenido de tomar los primeros n elementos de A,
donde Cy;, es definido y ANI>l = N<*® (= Ia familia de todos los subconjuntos finitos de
N) se sigue que a Cpy bsiy sélosia=0=00a C by max(a) =max(b).
Cuando hablamos de una propiedad topolégica para (R, <,r), nos referimos a la topologia
natural o de Ellentuck de R, es decir, la inducida por los conjuntos bésicos [a, A] (a €
AR, A € R). Por ejemplo, tenemos X = R con la propiedad de Baire, tenemos que X C
OAM para algunos abiertos de Ellentuck O C R y M C R magro. Entonces decimos que
X C R es Ramsey si X es R-Ramsey, es decir, si para todo [a, A] # 0 existe B € [a, A] tal
que [a, B C X o [a, BjNX =0.

DEFINICION 4.11. Una tripleta (R, <,r) es un espacio Ramsey-Topldgico si cada sub-
conjunto de R con la propiedad de Baire es Ramsey y cada conjunto magro es Ramsey

nulo.
Una consecuencia inmediata del Teorema Abstracto de Ramsey de dimension infinita:

TEOREMA 4.12 (Teorema Abstracto de Ellentuck). Si (R, <,r) es cerrado y satisface los

aziomas A.1 — A.6 entonces (R, <,r) es un espacio Ramsey-Topoldgico.

Recordemos que decimos que (R, <,r) es cerrado cuando R es un subconjunto cerrado

de la topologia producto (Topologia de Tychonoff) ARN de AR con la topologia discreta.
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COROLARIO 4.13 (Ellentuck). El espacio (N*°,C,r) es Ramsey-Topoldgico.
El Teorema Abstracto de Ellentuck tiene la siguiente consecuencia:

COROLARIO 4.14. Si (R, <,p) es cerrado y satisface A.1— A.6 entonces cada subconjunto

Souslin-medible de R es Ramsey.



CAPITULO 5

Espacio de Ellentuck

1. Principio del Casillero
DEFINICION 5.1. Dado un conjunto X # () cualquiera y una sucesién de conjuntos
(Za)aer, donde I es un conjunto de indices, decimos que (z,) es una particion de X si:

(1) X:UQGIXa
(2) XaNXg=0Sia#p,a,pel

Sea N el conjunto de los niimeros naturales. Si consideramos una particion N = C, U C;

de N en dos clases, existe A C N infinito y existe ¢ € {0,1} tal que A C C,.

Esta afirmacion se conoce como principio del Casillero. Mas generalmente, sea B C N
infinito y sea k € N, £k > 0. Dada una particiéon B = C, UC; U .... UC,_1 de B en k clases,
existe A C B también infinito y existe i € {0,1,...,k — 1} tal que A C (;

NoOTACION 5.2. AlM = {X C A |X]| =n}
A~ A

2. Teorema de Ramsey

TEOREMA 5.3 (Teorema de Ramsey). Dado n € N, n > 0 y una particion N" = C, U,
de N en dos clases, eviste A C N infinito y existe i € {0,1} tal que A C C;.
De modo mds general, sea B C N infinito y sea k € N, k > 0. Dada una particion B =
CoUC U...UC_y de B en k clases, eviste A C B infinito existe i € {0,1,....k — 1} tal
que A" C ¢,

NOTACION 5.4. Dada una particion X = X,UX; se puede representar asi: ¢ : X — {0,1}

definida por c(x) =i si y sdlo si x € X;

27
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Es natural hacernos la siguiente pregunta, dada una particién, NI* = CyUCy, existird A €

Nl y i e {0,1} tal que Al C C;. La respuesta es no. Veamos el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 5.5. Dados A, B € NI®l. A ~ B siy sélo si | AAB |< co. Esto define una
relacion de equivalencia.
Definamos [A] = {B € NI*I : | AAB |< oo} = clase de A.
El conjunto N>/ ~ es infinito. Consideremos la siguiente particién:
Sea R4 el representante de [A].

c: NIl — {0,1}, definida de la siguiente manera;

1 si |AARA| es impar
(5.1) c(i) =

0 st no

Entonces, C; = {A € N™®I: ¢(A) =1} y Cy = NI®¥I\¢;.

Veamos que para A € C; existe B € Al tal que B € (.

Por A estar en Cy, entonces | AAR, | es impar. Tomemos B = A\{z}, con z € A. ¢(B) =0
ya que | BAR, | es par.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE RAMSEY. Haremos induccién en n:
Para n = 1, el resultado vale por el principio del casillero.
Supongamos que el resultado vale para n = m. Sea ¢ : N1 — {0, 1} una particién. Quer-
emos hallar A € N[ tal que ¢ sea constante en Am+1,
Dado p € N, consideremos B = N\{0,1,...,p} y definimos ¢ : B — {0,1} asi: é(z) =
c({p} U x). Por induccién existe A C B infinito tal que ¢ es constante en A luego
Va,ye A c({puz) =c({p}Uy)
Supongamos que m = 1. Estamos entonces considerando una particién ¢ : N2 — {0,1} y
queremos halla A C N infinito tal que ¢ es constante en AP
Definamos ¢, : NI — {0,1} ¢,(z) = ¢({0,2}) entonces existe A, C N infinito tal que c, es
constante en AYl, luego V z,y € A, c({0,z}) = ¢({0,y})
Sea a; = menor elemento de A, mayor que cero := A,/q donde X/, = {z € X|z > n}
Sea ¢; : AY — {0,1} ci(z) = c({a1,x}) entonces existe A; C A, infinito tal que ¢; es
constante en A[ll}, luego V z,y € Ay c({a1,z}) = c({a1,y})
Sea as = minAi/q,

Supongamos definidos A,, Ay, ..., A,_1 y a1, as, ..., a,. Consideremos c¢,, : AE]_l —{0,1} cu(2)
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c({an, x}) entonces existe A,, C A,_; infinito tal que ¢, es constante en Ag], luego V z,y €
Ar c({an, z}) = c{an, y})

Finalmente, sea A = {ay, ay, ...} existe a € Ay existe i, € {0,1} tal que c({a,z}) =i, ¥V x €
Ala

Definimos ¢ : Al — {0,1} é&(a) = 1,

Por el principio del casillero existe B C A infinito tal que ¢ es constante en B, es decir,

existe i € {0,1} V a € B i, = i entonces c es constante en B O

DEFINICION 5.6. X C NI*l es Ramsey (o tiene la propiedad de Ramsey) si existe A €
N tal que A C X 0 AN X = 0.

DEFINICION 5.7. X C NI*l es Ramsey nulo si YA € NI*! monocromético para X Al*IN
X =0.

DEFINICION 5.8. Decimos que A € N es monocromético para X si Al™ C X o
Al X = ().

3. Propiedades de los Espacios Ramsey

[a,A]={B e N .0 BC A}

Esta familia de conjuntos es una base para alguna topologia.

DEFINICION 5.9. X C NI™I es (completamente) Ramsey si para toda vecindad no vacia

la, A] existe B € [a, A] tal que [a, B] C X o [a, B]Nn X = 0.

DEFINICION 5.10. X C NIl es (completamente) Ramsey nulo si para toda [a, A] # ()
existe B € [a, 4] tal que [a, BN X = 0.

OBSERVACION 5.11. 1 Si X es completamente Ramsey entonces X es Ramsey.
2 Si X = [a, A] entonces X es completamente Ramsey.
3 0 y N[l son completamente Ramsey.

4 Si X es completamente Ramsey entonces su complemento también lo es.

LEMA 5.12. (i) Si X,Y C N son completamente Ramsey nulo entonces X NY

es completamente Ramsey nulo.
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(ii) Si Xy, ..., X,, son completamente Ramsey nulos entonces NI, X; es completamente
Ramsey nulo.

(iii) Si X, Y C N son completamente Ramsey entonces X N'Y es completamente
Ramsey.

(iv) Si Xq,..., X, son completamente Ramsey entonces NI, X; es completamente Ram-

sey.

DEMOSTRACION. (i) Dada [a,A] # 0. Como X es completamente Ramsey nulo
existe B € [a, A] tal que [a, B] C X°.
Por otro lado, como Y es completamente Ramsey nulo, entonces existe B" € [a, B]
tal que [a, B']| CY*.
Nétese que [a, B'] C [a, B], por lo tanto [a, B'] C X°NY*= (X UY)".

(ii) Aplicando induccién sobre (i) obtenemos este resultado.

(iii) Si X y Y son ambos Ramsey nulos el resultado se obtuvo en (i).
Supongamos que alguno de los dos no es Ramsey nulo, entonces, sin pérdida de
generalidad, supongamos que X no es Ramsey nulo.
Fijemos [a, A] # 0. Como X es completamente Ramsey no Ramsey nulo existe

B € [a, A] tal que [a, B] C X. Pero X € X UY, luego [a, B] C X UY.

OBSERVACION 5.13. Nétese que no importa si Y es completamente Ramsey
nulo o no. En general, si X es completamente Ramsey no Ramsey nulo y Z un

subconjunto cualquiera, X U Z es completamente Ramsey.

(iv) Se obtiene de (iii) por induccién.

4. Lema de Galvin - Teorema de Nash-Williams

DEFINICION 5.14. Sea A € NI®l; A< = [y C A : |Y| < oo}. Una familia no vacia

F C A<* es una barrera en A si cumple lo siguiente:

1 Para todo a,b € F se tiene que a [Z by b C a (F es una anticadena en el orden ).
2 Para todo B € Al existe b € F tal que b C B.
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TEOREMA 5.15 (Lema de Galvin - Teorema de Nash-Williams). Sea F una familia de
subconjuntos finitos de N. Existe B € NI tal que ocurre una y solo una de las siguientes
alternativas:

(1) F NNl = .
(2) FNNE<l incluye una barrera.

NOTACION 5.16. F | B = F N NI<

DEMOSTRACION. Para todo b € NI<®l y para todo A € NI*! definamos un juego de la
siguiente manera (forcing combinatorio):
(1) Decimos que A acepta a b si para todo B € [b, A] existe f € F tal que f C B.
(2) Decimos que A rechaza a b si para todo B € Al™l se tiene que B no acepta a b.

(3) Decimos que A decide a B si lo acepta o lo rechaza.

SuB-LEMA 5.17. (1) Si A acepta (rechaza) a b entonces para todo B € A>, B
también acepta (rechaza) a b.

(2) Sea b € NI<=l y A € NIl egiste B € Al tal que B decide a b.

DEMOSTRACION. (17) Se sigue de que si B € Al®l entonces [b, B] C [b, A]
(2’) Supongamos que A no rechaza a b entonces existe B € Al*! tal que B acepta a b

(definicién de rechazar), como B acepta a b entonces B decide a b.

U
SUB-LEMA 5.18. Si A rechaza a b entonces {n € A: A acepta a, bU{n}} es finito.

DEMOSTRACION. Supongamos que B = {n € A : A acepta a, b U {n}} es infinito.
Nétese que B € Al*l por lo tanto B rechaza a b, sin embargo [b, B] C U,ecalbU {n}, A].
Tomemos C' € [b, B] entonces existe n € A tal que C' € [bU {n}, B]. Nétese que como A
acepta a bU{n} entonces C tiene segmento inicial en F entonces B acepta a b.Contraciddcién.

Por lo tanto B es finito. O

SuB-LEMA 5.19. Eziste B € NI™ tal que B decide a todos sus subconjuntos finitos, es

decir, para todo b € BI<®! B acepta a b 0 B rechaza a b.

DEMOSTRACION. Apliquemos el sub-lema 5.17 iteradamente para hacer la siguiente con-

struccion:



4. LEMA DE GALVIN - TEOREMA DE NASH-WILLIAMS 32

Sea B, C N infinito tal que B, decide a (), tomemos n, = min(B,).

Sea B; C BX tal que By decide a 0 y {n,}, tomemos ny; = min(B;\n,).

Sea By C B tal que B, decide a 0, {n,}, {m} v {ne,n1}.

Supongamos definidos B, 2 By 2 By O ... D By y ny, ..., N1 de tal manera que By decide
a todo b C {ng,...,ng_1}.

Tomemos 1y = min(Bg\ng_1).

Sea Bi.1 C B,[fo] tal que By decide a todo b C {n,, ..., nx }. Tomamos ng,; = min(By1\ng)
Sea B = {n,, ..., ng, ... }. Veamos que B decide a todo b € B<>l,

Sea b € BI<>! y sea m el menor k tal que b C {n,, ..., n;} entonces B,,,1 decide a b.

Noétese que [b, B] C [b, By11], luego B decide a b. O

Sea B como en el sub-lema 5.19. Entonces B decide a (). Si B acepte a () entonces vale
la parte (2) del lema: por definicién de "acepta”, todo elemento de B> = [(}, B] tiene un
segmento inicial en F.

Supongamos entonces que B rechaza a (). Por el sub-lema 5.18, el conjunto {n € B :
B acepta a, {n}} es finito entonces B’ = {n € B : B rechaza a, {n}} € B>

Usando otra vez el sub-lema 5.17 iteradamente y procediendo como en la demostracién del
sub-lema 3, contruimos B’ O B; O By O ... y n, < nq < ... tal que Vk, By, rechaza a todo
b C {ng,...,nk_1}

Tomemos 1y = min(Bg\ng_1).

Sea Bjy1 C B,[:O] tal que By, rechaza a todo b C {n,,...,ng}.

Sea A = {n,,ni,...} y sea b € A<=l Sea m el menor k tal que b C {n,,...,n;}, entonces
Byny1 rechaza a b.Pero [b, A] C [b, B,11], luego A rechaza a todo b € Al<>],

Veamos que F N A = (). Supongamos que b € F N A entonces todo elemento de [b, A] tiene
un segmento inicial en F pero esto contradice el hecho que A rechaza a b.

Esto demuestra el lema.

TEOREMA 5.20. Todo abierto métrico de NI es Ramsey.

DEMOSTRACION. Sea X C NI™I abierto m étrico, entonces, X = Ucp[s], con F € NI<*I,

Aplicando el lema anterior (lema 5.15) a F obtenemos A € N[>/ tal que:
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(1) Fn A=) o bien
(2) Todo elemento de Al*! tiene un segmento inicial en F.

Si vale 1, entonces Al N X = () y si vale 2 entonces A> C X. O
COROLARIO 5.21. Todo boreliano métrico es Ramsey.

DEMOSTRACION. La propiedad de Ramsey se preserva bajo complementacién y uniones

numerables. Entonces el resultado se sigue del teorema anterior (teorema 5.20). O



CAPITULO 6

El Espacio de Hales-Jewett

Otro caso particular de los espacios Ramsey-Topoldgicos es el espacio de Hales-Jewett.
En este capitulo sélo lo mencionaremos a modo de ejemplo ya que demostrar que es, en
efecto, un espacio Ramsey-Topologico se escapa del alcance de este trabajo, sin embargo, en

el proximo necesitaremos algunos conceptos sobre este espacio.

Sea L = U L, un alfabeto dado, descompuesto en una cadena creciente de subconjuntos
finitos L,, y sea v una variable distinta de todos los simbolos de L. Sea W, (o simplemente
W) el conjunto de todas las palabras sobre L y sea Wi (v) el conjunto de todas las palabras
variables sobre L, es decir, todas las hileras finitas de elementos de L U {v} en las que v
ocurre por lo menos una vez. Si s = sfv] € W(v) y a € LU {v} entonces, denotaremos
por s[a] al elemento de W o de W (v) (dependiendo si a # v 0 no) obtenido de reemplazar
en cada ocurrecia de v en s por a. Sea WEO] es el conjunto de todas las sucesiones de
rapido crecimiento de palabras variables de la forma X = (z,),es decir, sucesiones tales
que |z| > >, |z,| para todo n. Analogamente, definamos las sucesiones finitas de rdpido

crecimiento:
T WL[OUO] — ng], n<w

siendo la restriccion de las funciones las que nos dan las aproximaciones finitas.

Para X = (z,) € W,[jo], sea:
(X1, = {xo[No) TN T € Why| mo < oo <, \i € Ly, U{v}(i < k)}

Este [X]., denota el subespacio combinatorio de Wy, generado por X. Por el hecho de

que X es de rapido crecimiento concluimos que cada x € [X]., el conjunto {n, < ... < ng}

v

tal que:

T =T, [Ao] o Ty [Nk

para cada eleccién de A € L,, U{v}(i < k) es unico y es llamado soporte de x en X el

cual denotaremos por suppx(z). Esto nos ayuda a definir un orden < en WEO} definido de

34
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la siguiente manera: X = (z,) <Y = (y,) sii x, € [Y],, para todo n, y

suppy (xn) < suppy (Tm)

siempre que n < m.

Entonces X <Y sii X es una subsucesién de bloques de Y. El orden < tiene una finiti-
zacion natural en el conjunto WEOO] de sucesiones finitas de rdpido crecimiento: (z,,)¥* < fin
(yn)o " sii ()"

()1 para I’ < [ (en efecto, tenemos () <tin D). Se puede verificar que (WEO], <, r) satisface

es una subsucesion de (y,, )5~ pero no una subsucesién de bloques de algtin

los 6 axiomas, y que WBO] es un subconjunto cerrado de (WEOO])N , por lo que tenemos lo

siguiente:

TEOREMA 6.1. (WEO}, <,r) es un espacio Ramsey-Topoldgico.

Para una sucesién X = (z,,) de palabras variables, el subespacio combinatorio inicial de
Wy, generado por X, denotado por (X), es la coleccién de todos los t € W, para los cuales
podemos encontrar un entero m y A, € L, U {v} para cada n < m tal que:

(1) © = xo[No] ... " xm[A\n] es una palabra variable.

(2) t es igual a la restriccion de x antes de la primera ocurrencia de la variable.

LEMA 6.2 (Carlson-Simpson,Voigt). Para cada alfabeto finito L y una particion finita de
Wy, = U ,O; existe una sucesion X = (x,) de palabras variables sobre L tal que existe un

congunto O tal que existe i tal que (X)) estd contenido en O; o es disjunto de O;.



CAPITULO 7

Espacio Ramsey de Subespacios Vectoriales

En este capitulo vamos a verificar que el espacio de todas las matrices escalén reducidas
de tamano N x N satisface los axiomas de los espacios Ramsey-topoldégicos.
Para ello, vamos a definir algunas propiedades del espacio de todas las matrices escalén

reducidas de orden N x N, el cual denotaremos por M.

Para A € M, y n € N, consideremos el conjunto

pn(A) = min{j : An(j) # 0}

Sea p(A) = {pn(A) : n € N}. Esta sucesion de (p,(A)), nos da una enumeracioén creciente
del conjunto infinito p(A). Esto nos da una nocién de una sucesion (r,(A)),, de aproxima-

ciones finitas de A:

7o(A) =0 Y Thy1(A) = Alnr1)x (pn(4)+1)

DEFINICION 7.1. Sea AM, la coleccién de todas las aproximaciones finitas de elementos

de M.
OBSERVACION 7.2. M, es un subconjunto cerrado de AMY.

DEMOSTRACION. Cada matriz A la podemos identificar de manera tinica con una suce-
sién del tipo (r,(A)), (la sucesién de todas las aproximaciones finitas de A).
Veamos que el limite de una sucesién de matrices de Mo, convergente (en AMY) es una
matriz de M. Sea (A(m)),, una sucesién en My, que converge (en AMY). Supongamos
que (A(m)),, converge a {a,,ay, as, ...}
Consideremos los siguientes conjuntos:
Sea Upy,y = {X € AMY| {a,} T X}, entonces, por la convergencia de (A(m)),, existe
N, € N tal que V. m > N,, A(m) € Ug,,y. Fijemos A(N,) con r,(A(N,)) = a,.
Sea Upgy 0y = {X € AMY]| {ao, a1} T X}, entonces existe N; > N,,N; € N, tal

36
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que V. m > Ny, A(m) € Uyq,, a3- Dejamos fijo A(Ny) con 75(A(N1)) = 15(A(N,)) = ao,
r1(A(N1)) = ay. Por la definicién de las aproximaciones finitas de una matriz, sabemos que
ri+1() extiende a r;() por lo que se concluye que a, C a.

Supongamos definidos N,—1 > ... > Ny > N,. Sea Uy, q;....an} = {X € AMY| {a,,a4,...,a,} C
X}, entonces existe N, > N,_; € N tal que V. m > N,, A(m) € Uyq,, ay..., an}- Fijo A(Ny)
con 7;(A(N;)) = a;,V i € [j,n] C Ny V j <n. Analogamente, como en la parte anterior,

se concluye que a, C a1 C ... C ay,.

Sea B definida de la siguiente manera: r;(B) = a;. B es una matriz bien definida ya que por

la construccién tenemos que a, C a; C ... C a,. El limite de la sucesién (A(m)),, es B puesto

que la subsucesién (A(NV;))n, converge a B. Con lo que queda demostrada la observaciéon. [

1. M, como espacio Ramsey-Topolégico

Recordemos que un espacio es Ramsey-Topologico si cada subconjunto de R con la

propiedad de Baire es Ramsey y cada conjunto magro es Ramsey nulo, en esta secciéon vamos
a demostrar que la tripleta (M, <,r) es un espacio Ramsey-Topoldgico con la relacién <
definida de la siguiente manera:
Para A, B € M, definimos A < B si cada fila de A corresponde al espacio generado (cer-
rado), que denotaremos por span lineal, span = {B,, : n € N} en FN, viendo a FN como un
espacio vectorial y como un espacio topoldogico producto de dar a F' la topologia discreta.
Es decir, A < B si cada fila de A se escribe como combinacion lineal de las filas de B.
Extendemos este casi-orden en el conjunto AM ., de aproximaciones finitas en la forma mas
natural: @ <¢;, b si y s6lo si a y b tienen el mismo nimero de columnas, "n”, y cada fila de
a pertenece al subespacio F" generado por las filas de b.

Note que <y, es en efecto, una finitizacién de <.

LEMA 7.3. (M, <,r) satisface los siguientes axiomas:

A1 r,(A) =0 para toda A € M.
A2 A # B implica r,(A) # ro(B) para algin n.
A3 1, (A) = rp(B) implica que n =m yrp(A) =r(B), ¥V k < n.
A4(1) Eziste un casi-orden <gy, en AMy tal que A < B si y sdlo si ¥V n 3 m tal que
Tn(A) <gpin Tim(B).



A4(2)
A5(1)
A5(2)

A6
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Para todo b € AM . El conjunto {a € AM| a <y, b} es finito.

depthg(a) > 0 implica [a, A] # 0 para toda A € [depthp(a), B].

A < B y depthg(a) > 0 implica que eziste A" € |depthp(a), B] tal que [a, A'] C
la, A].

St depthp(a) > 0 y si O € AMq 41 entonces existe A € [depthp(a), B] tal que
Tlaj+1]a, Al C O 0 rjggala, AN O = 0.

DEMOSTRACION. A1l r,(A) = 0 para toda A € M.

A2

A3

A4(1)

A4(2)

A5(1)

Este axioma se satisface por la definicién de las aproximaciones finitas.

A # B implica r,(A) # r,(B) para algun n.

Dadas A,B € M, Si A # B entonces existe una fila en la que ellas difieren,
supongamos que es la fila 7, luego, sea j la columna donde ellas son distintas, luego,
sea n tal que p,(A) > j. Asi, r,(A) # r.(B).

rn(A) = rp(B) implica que n =m y rx(A) = rg(B), ¥V k < n.

Sean A, B € M, tales que r,(A) = r,,(B), entonces, por definicién de r,(.), n = m
ya que son matrices y por ser iguales entonces ellas tienen el mismo nimero de filas
y columnas, ademas, por la definicion de igualdad entre matrices se obtiene que
re(A) =r(B), V k <n.

Existe un casi-orden <y;, en AM tal que A < B si y sélo si V nd m tal que
T (A) <gin rim(B).

Sean A,B € M tal que A < B. Fijemos n, entonces, sea j = p,(A), como
A < B existe m tal que p,,(B) = j, ademds éste es tinico (por ser matrices escalén
reducidas), asi r,(A) y 7,,(B) tendrian el mismo nimero de columnas (7). Ademas,
A; € span{B,, : 0 < n <m}, para todo ¢ > n. Con lo que r,(A4) < r,,(B).
Reciprocamente, para cada i fijo, la fila A; es el limite de combinaciones lineales de
filas de B ya que para todo n existe m tal que A; |, (a)11€ span{B; : j < m}, con
lo que V i tenemos que A; € span{B,, : n € N}.

Para todo b € AM.. El conjunto {a € AM | a <y;, b} es finito.

La matriz b esta definida sobre un cuerpo finito, ademas tiene una cantidad finita
de filas por lo tanto, hay una cantidad finita de combinaciones lineales de las filas
de b, con lo que tendriamos que {a € AM| a <y, b} es finito.

depthg(a) > 0 implica [a, A] # ) para toda A € [depthp(a), B].
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Sea | = depthg(a), entonces existen B < B y n € N tales que r,(B') = a.
Fijemos tales B' y n.
Sea A € [l, B] y definamos a A’ de la siguiente manera:
— Al = B}, para 0 <1i <n.
— Al ;= Ay, con i > 0.
Luego, por la construccién de A’ tenemos que r,(A’) = ay A" < A, es decir,
A" € [a, A].
Previo a la demostracién de la siguiente parte del axioma 5, veamos el siguiente

resultado:

SUB-LEMA 7.4. Sean A, B € M, tal que A < B. Entonces, p(A) C p(B) y si
I={i:pi(B)¢p(A)} entonces para cada n € N existe un unicon € N y una

sucesion \;(i € I\n) de elementos de F' tal que

DEMOSTRACION. La representacion

i>0
existe y es tnica (se sigue de la definicién). Note que si n = min{i : \; # 0} entonces
pra(A) = pn(B) y A\ = 1. Ademés, si i > ny p; (B) € p(A) implica que A; = 0 ya

que en caso contrario fallaria el hecho de que A es escalén reducida. 0

OBSERVACION 7.5. La conclusion del lema 7.4 también se satisface por la relacién

a <g; b entre los miembros de AM .

A < By depthg(a) > 0 implica que existe A" € [depthp(a), B] tal que [a, A'] C
[a, A.

SUB-LEMA 7.6. Supongamos que | = depthp(a) > 0 y que A € [a, B]. Entonces
existe A" € [, B] tal que [a, A’] C |a, A].

DEMOSTRACION. Sil = 0, entonces, tomando A’ = A se sigue el resultado.
Ahora, consideremos cuando [ > 0. Construyamos a A’ por medio de sus filas de la

siguiente manera:
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Es claro que A" € [a, B]. Veamos entonces que para cualquier C' € [a, A’| éste debe

estar en [a, A].

Sea C € [a, A'] y sea I = {i| p;(4A") & p(C)}. Entonces existe m € N tal que
rm(C) = a. Ademas C' < A’ luego por el lema 7.4, tenemos que para cada n € N
existe un unico n € N y una sucesion v;(i € J\,) tal que:

Crn= A, + Z "4
iel\n
Veamos los siguientes casos:

— Sin < m, entonces sélo fueron tomadas a lo sumo las primeras [ filas de A’ para
construir a C. Pero las primeras [ filas de A’ son las primeras [ filas de B con
lo que tenemos que Cy, = B,, + .. I ~;B.. Por otro lado tenemos que a C A
y A < B, asi, por ser representaciones unicas, tenemos que B/ + Zie Nn i B,
corresponde a una fila de A, V n < m con lo que tenemos que Cj; = Aj;.

— Sin > m, entonces n > [ ya que en caso contrario tendriamos una contradiccion
al hecho de que r,,(A) = a, por lo que A, = A, y A, = A;,V i € I\,. Con lo
que Cy = A, + ZI\n viA;.

Con lo que queda completa la prueba. ([l

A.6 Si depthg(a) > 0y si O C AM)y41 entonces existe A € [depthp(a), B] tal que
Tlaj1la, A] C O o rig41a, AN O = 0.

SUB-LEMA 7.7. Sea [a, B] un abierto bdsico no vacio,l la longitud de a y O un

conjunto de aproximaciones de tamano |+ 1. Entonces existe A € [depthg(a), B] tal

que Ti41[a, Al C O o rpqfa, AJN O = 0.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, asumamos que a = r;(B), es decir,
la, B] = [I, B]. En caso de no coincidir a con r;(B) entonces, como [a, B] # (), luego
existe B’ € [a, B] tal que [l, B'| = [a, B'] C [a, B].

Para demostrar este lema utilizaremos el resultado del lema de Carlson-Simpson,

Voigt mencionado en el capitulo 6 (lema 6.2) aplicado al alfabeto L = F'.
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Una palabra w € W, de longitud k la podemos ver como una matriz (wij)(lx k)-
Para tal palabra podemos asociar una matriz ((I + 1) x m), b = b(w), donde m =
m+k(B) dada por:

bi = Bilm4+1 + Z Wi By jlm1
Jj<k
para i <[,y

by = Btk |m+1

Note que tal b(w) pertenece al conjunto de aproximaciones de tamano [+ 1 de [I, B],
riy1|l, B, es decir, b(w) = r41(A) para algin A € [, B]. En particular, si la matriz
A esta definida de la siguiente manera:

— A, =B, + Zj<k wi; By, sii < L

— Ay = B, sii > 1.

Este A satisface lo requerido. Reciprocamente, cada r;;1(A) para A € [I, B] tiene
la forma b(w) para algin w € Wy. El w es determinado por la conclusién del sub-
lema 7.4. La longitud de w serd el entero k tal que p;(A) = pix(B). Entonces, por
el sub-lema 7.4 tenemos:

Ai=B.+ Y \jB
jENn
Como A € [l, B] entonces, para i < [ se tiene que n = i.
Tenemos,
Ai=DBi+ ) \B
jeni
Noétese que para i < [, se tiene que min{I\i} > [. Asi, j € I\i implica que j > .
Por otro lado, tenemos que pi4(B) = m por lo que V j € I\(l+ k) B; |m41 es nula.
Entonces,

Z )\iij |m+1: Z Aiij |m+1

jel\i FEININ[LI+k)
Definamos a w de la siguiente manera:
Para0<:<Ily0<j<k
/\z'(j+l) st j41€ I\Z

wij =
0 st no
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De aqui obtenemos que A; |,,11= b;(w).
Aplicando el lema de Carlson-Simpson, Voigt al conjunto O* = {w € Wy | b(w) € O}
entonces existe X = (x,,) sucesién infinita de palabras variables sobre L tal que (X),
estd contenido en O* o es disjunto de él. Usemos (z,,),>1 para definir A € [I, B]. Sea
x una palabra multivariable infinita, zo[vg] ...z, v, ... Sea A € L, si A ocupa la
J-ésima posicién de x denotemos por z;; la i-ésima coordenada de la letra A, A € L.
Sea J el conjunto de todas las posiciones de x ocupadas por alguna letra y para
n € N, sea I, el conjunto de posiciones de x ocupadas por la variable v,,. Para ¢ < [,
sea:
A; = B; + inijH

jeJ

y para ¢ > 0
A= Z By

JEL;
Este A satisface la conclusion del lema por el hecho que cada b € r;1[l, A] es de
la forma b(w) para algin w € (X) . Para ver la conclusién del sub-lema, tomemos
C € [l,A] ysea b = r1(C). Sea m = p(C), entonces m = p;,z(A) para algin
k>0.
Note que p z(A) = pipx(B) donde k = min(I). Por el lema 7.4 y por la construc-
cién anterior, tenemos que para todo 7 < [,

C; = A; + Z AinAn

n>0

C = AlJrl_c + Z ,UnAlJrEJrn

n>0

Se sigue que:

C;=B; + inij—l-l + Z Azn(z Bl—l—j)

jed n>0  jeln
Ci = By + Z Biyj + Zﬂn(z Biyj)
jEIl\l+k n>0 jel,

Restringiendo a m, entonces para n > k se tiene que min(l,) > k, esto se debe a
que I,, son las posiciones ocupadas por la variable v,,, para n > k hay por lo menos

k variables previas. Por lo tanto, para j € I,,, con n > k se tiene que Bt |m+1 es
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nula.
Ademés, sin < ky j € I,\k, entonces también By |11 es nula, asi:
Cilmar=Bilm+ > @iBiilmii + Y Al Y Buyj lmi1)
jeJIN[0,k) n<k JjEILN[0,k)

Ct lm+1= Bisk |mt1
Luego, tenemos que (JNI[0, k)N (Up<i I, N[0, k)) = 0, esto es consecuencia de que si
j € JN|0, k), entonces no puede estar en I,, N[0, k) ya que j representa la ocurrencia
de alguna letra y los [,, las ocurrencias de variables.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que [0,k) = (J N [0,k)) U (Up<r I, N
[0,k)), en caso de no ocurrir esto, completamos la siguiente expresién con ceros.
Entonces, i < I:

Ci lm41= Bi |m+1 +ZwijBl+j lm41
j<k

Ct lm+1= Bisk |mt1
Con w = (w;;)ix; definida de la siguiente manera:
Para todo i < [ y todo n < k, sea A\, = (A\in), A\, determina un elemento en F! = L.
Sea w = xo[Ao] ... " xj_1[N\s_1] " u donde u es el segmento inicial de xj antes de la

primera ocurrencia de variable, en este caso vz. Entonces, w es segmento inicial de:

—~

zo[Xo] T g [N T g vE]

Volviendo a las definiciones, obenemos que C|q41)x(m+1) = b(w).

Por el lema de Carlson, Simpson- Voigt, tenemos que (X)), C O* o (X)), N O* = 0.
Veamos los casos posibles:

Si ocurre que (X);, € OF entonces todo elemento de r;1[l, A] tiene la forma de
b(w), para algin w € (X)r, por lo que b(w) € O,V b € r41]l, A]. Por lo tanto,
ri+(l, A] C O.

Si ocurre (X), N O* = ), entonces ¥V w € (X)y, se tiene que b(w) ¢ O, es decir,
V' berll,A], b & O. Luego, r41[l, AN O = 0.

Esto completa la prueba.
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TEOREMA 7.8 (Teorema de Carlson). (M, <,7) es un espacio Ramsey-topoldgico.

DEMOSTRACION. Es inmediata del lema anterior y de la observacién 7.2 en virtud del

teorema de Ellentuck (teorema 4.12). O

2. Aplicacién

Para A € M, sea
V(A) = span{Ai| i € N},
es decir, el espacio vectorial cerrado generado por las filas de A en el espacio F'N dotado con
la topologia producto usual. Un argumento usual muestra que A — V(A) es una biyeccién

entre M., v la coleccién de todos los subespacios cerrados infinitodimensionales de FN.

Ademés, por la definicién de < tenemos que A < B siy sélo si V(A) C V(B).

NOTACION 7.9. Denotemos por Vs a la coleccién de todos los subespacios cerrados in-

finitodimensionales de FN

Si dotamos a V. (F) con la topologia generada por los abiertos definidos de la siguiente
manera: V € Vo (F) es un abierto si y sélo si V=1(V) es un abierto en My (F), entonces se

verifica que A — V(A) es un homeomorfismo entre My (F) y Voo (F).

NOTACION 7.10. Denotemos por Voo (F, V') a la coleccion de todos los subespacios cerrados

infinitodimensional de V C FN.

COROLARIO 7.11. Sea X es un subconjunto analitico del espacio Vo (F'). Entonces existe

V € Vo (F) tal que Voo (F, V) estd contenida en X o es disjunta de X.

DEMOSTRACION. Sea X subconjunto de V., (F) analitico. Sea f el homeomorfismo antes
mencionado entre Voo (F) y Moo (F).
Tenemos entonces que f~'(X) es también analitico. Por lo que f~!(X) es Ramsey, luego
V [a, A] € My 3 B € [depth,(A), B] tal que [a, B] C f~1(X) o [a, B] N f~YX) = 0.
Fijemos [0, A] € M (F), entonces existe B € [0, A] tal que [0,B] C f~'(X) o [0,B] N
4 x) =0.
Tomemos V' = f(B), entonces V.(F,V) = {f(C) € V| C €0, B]}.
Supongamos que ocurre [0, B] € f~1(X). Sea V € Voo (F, V), entonces V = f(C) para algtin
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C € [0, B]. Luego, C € f~1(X), asi, V € X. Por lo tanto, Vo (V) C X.

Supongamos ahora que ocurre la otra parte, es decir, [0, B]N f~H(X) = 0. Sea V € Voo(F, V),
entonces V = f(C) para algiin C' € [0, B]. Como [0, B] N f~1(X) = 0 entonces C ¢ f~1(X).
Luego, V & X. Obteniendo asi que Vao(V) N X = 0.
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