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Introducción

La teoŕıa de Ramsey fue iniciada con el trabajo de Frank P. Ramsey recogido en [10], en

el que el resultado principal conocido como el Teorema de Ramsey, originó el desarrollo de la

teoŕıa matemática que lleva el nombre de Ramsey. La manera más conveniente de enunciar

el teorema de Ramsey en relación al presente trabajo es la siguiente:

Teorema 0.1 (Ramsey [10], 1929). Dados enteros positivo n y k, para toda partición

de N[n] = {X ⊆ N : |X| = n} en k clases, existe un conjunto infinito H ⊆ N tal que

H [n] = {X ⊆ H : |X| = n} está contenido en una sola clase.

De esta manera, el teorema de Ramsey puede ser visto como una generalización del prin-

cipio del casillero o principio del palomar (caso n = 1, conviniendo N[1] = N).

Este tipo de resultados llevó al estudio de la propiedad de Ramsey: un conjunto X ⊆ N[∞]

es Ramsey si existe H ⊆ N infinito tal que H [∞] ⊆ X o H [∞] ∩X = ∅.
El resultado obtenido por Galvin en [5] es equivalente a la afirmación ”los subconjuntos

abiertos de N[∞] son Ramsey”. Este hecho, junto a otros resultados, fue utilizado por Galvin

y por a K. Prikry (ver [6]) para demostrar que los borelianos de N[∞] son Ramsey. Silver [11]

extendió este resultado a los anaĺıticos de N[∞], es decir, conjuntos que son la imagen de un

boreliano por una función continua definida de N[∞] en śı mismo. Posteriormente, Ellentuck

[4] dió una demostración topológica del resultado de Silver, empleando la topoloǵıa que

considera a los conjuntos definidos de la forma [a, A] = {B ∈ N[∞] : a @ B ⊆ A}; donde a

es un subconjunto finito de N y A ∈ N[∞]. El consideró este tipo de conjuntos como abiertos

básicos para una topoloǵıa (conocida como topoloǵıa exponencial o topoloǵıa de Ellentuck).

El resultado de Ellentuck puede ser enunciado de la siguiente manera:

Teorema 0.2 (Ellentuck [4], 1974). Un conjunto X ⊆ N[∞] es Ramsey si y sólo si tiene

la propiedad de Baire respecto a la topoloǵıa de Ellentuck.
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INTRODUCCIÓN 2

El teorema de Ellentuck no sólo da una demostración del resultado de Silver, sino que

también caracteriza a la propiedad de Ramsey en términos topológicos.

Con el teorema de Ellentuck es el resultado se inicia la teoŕıa topológica de Ramsey, la

cual está desarrolloda en el trabajo de S. Todorcevic [12].

Esta teoŕıa estudia los espacios topológicos en los que se puede demostrar el teorema de

Ellentuck, es decir, en el que la propiedad de Ramsey y la propiedad de Baire son equivalentes.

Los espacios en los que esto es posible se conocen como espacios de Ramsey-Topológicos.

S. Todorcevic ha podido identificar y formalizar un conjunto de caracteŕısticas que car-

acterizan a dichos espacios.

En este trabajo revisaremos los axiomas que conforman la caracterización dada por

Todorcevic y mostraremos algunos ejemplos de espacios que los satisfacen. En particular

estudiaremos el espacio de Ellentuck y el espacio de las matrices infinitodimensionales so-

bre un cuerpo finito. En este último contexto, estudiaremos un resultado que se refiere a

coloraciones de espacios vectoriales de dimensión infinita.



CAṔıTULO 1

Topoloǵıa

En este caṕıtulo veremos algunos conceptos básicos a cerca de espacios topológicos co-

mo definición de topoloǵıa, espacios topológicos, continuidad y homeomorfismos, conjuntos

borelianos, anaĺıticos, entre otros.

1. Preliminares: Producto Cartesiano

Definición 1.1. Dada una familia de conjuntos {Aα |α ∈ Λ}. El producto cartesiano
∏

α∈Λ Aα es el conjunto de funciones c : A −→ ⋃
α∈Λ Aα tales que tienen la siguiente

propiedad: c(α) ∈ Aα, para todo α ∈ Λ.

Es decir,
∏

α∈Λ Aα = {c : Λ −→ ⋃
α∈Λ Aα | ∀α ∈ Λ, c(α) ∈ Aα}.

Un elemento c ∈ ∏
α∈Λ Aα se denota por {aα}α, con aα ∈ Aα, para cada α ∈ Λ.

De esta forma, se puede decir que aα ∈ Aα es la α-ésima coordenada de {aα}α.

Al conjunto Aα se le llama el α-ésimo factor del producto cartesiano
∏

α∈Λ Aα.

Para cada α ∈ Λ, la función pβ :
∏

α∈Λ Aα −→ Aβ : {aα} 7−→ aβ (ó, equivalentemente,

c 7→ aβ) es llamada proyección sobre el β-ésimo factor de
∏

α∈Λ Aα.

Notación 1.2. Para cada β ∈ Λ, dado Cβ ⊂ Aβ denotamos p−1
β [Cβ] = {{aα}α ∈

∏
α∈Λ Aα | aβ ∈ Cβ} por 〈Cα〉.
Además, para un número finito de conjuntos Cα1 ⊂ Yα1 , · · · , Cαn ⊂ Yαn, denotamos

〈Cα1〉 ∩ · · · ∩ 〈Cαn〉 por 〈Cα1 , · · · , Cαn〉.

Observación 1.3. Sea {Yα |α ∈ Λ} una familia de conjuntos no vaćıos. Para cada α ∈ Λ,

sean Aα, Bα subconjuntos de Yα se tiene que:

(1)
∏

α∈Λ Aα ∩
∏

α∈Λ Bα =
∏

α∈Λ(Aα ∩Bα).

(2)
∏

α∈Λ Aα ∪
∏

α∈Λ Bα =
∏

α∈Λ(Aα ∪Bα).

3



2. ESPACIOS TOPOLÓGICOS 4

Efectivamente,

{xα}α ∈
∏
α∈Λ

Aα ∩
∏
α∈Λ

Bα ⇔ {xα}α ∈
∏
α∈Λ

Aα ∧ {xα}α ∈
∏
α∈Λ

Bα

⇔ ∀α ∈ Λ, xα ∈ Aα ∧ ∀α ∈ Λ, xα ∈ Bα ⇔ ∀α ∈ Λ, xα ∈ Aα ∩Bα

⇔ {xα}α ∈
∏
α

(Aα ∩Bα).

De forma análoga para la parte (2).

2. Espacios Topológicos

Definición 1.4. Sea X un conjunto. Una topoloǵıa (o estructura topológica) en X es

una familia τ de subconjuntos de X que satisfacen:

(1) Cada unión de miembros de τ es también miembro de τ

(2) Cada intersección finita de miembros de τ es también miembro de τ

(3) ∅ y X son miembros de τ

Definición 1.5. Un par (X, τ) donde X es un conjunto y τ una topoloǵıa en X es

llamado: espacio topológico

Los elementos del espacio topológico son llamados puntos. Los elementos de τ son llama-

dos conjuntos abiertos del espacio topológico (X, τ) (o de la topoloǵıa τ).

Definición 1.6. Una métrica en un conjunto X es una función

d : X ×X → [0,∞)

tal que:

(i) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y,

(ii) d(x, y) = ρ(y, x), y

(iii) para todo x, y, z ∈ X, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Si d es una métrica en X, se dice que (X, d) es un espacio métrico. Todo espacio métrico tiene

una topologá natural definida por la métrica. Esta es la colección de todos los subconjuntos

A ⊆ X tales que para todo elemento x ∈ A, existe un ε > 0 tal que Bε(x) = {y ∈ X :

d(x, y) < ε} ⊆ A. Un espacio topológico (X, τ) se dice metrizable si existe una métrica d en

X tal que τ coincide con la topoloǵıa definida por la métrica d.
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Ejemplo 1.7. Sea X un conjunto cualquiera.

(1) Si definimos τ = {∅, X}, entonces (X, τ) es un espacio topológico. A τ se le conoce

como topoloǵıa indiscreta.

(2) Sea τ = P(X), (τ,X) es un espacio topológico. Esta topoloǵıa es llamada topoloǵıa

discreta.

(3) Cualquier espacio métrico (X, d) es un espacio topológico, si consideramos τd la

topoloǵıa inducida por la métrica d, diremos que A ∈ τd, o lo que es lo mismo; A es

un abierto siempre que cada x ∈ A este contenido en una bola abierta totalmente

contenida en A, es decir:

A es abierto en (x, τd) ⇔ ∀x ∈ A si ∃rx > 0 : x ∈ B(x, rx) ⊆ A

El la recta real, es decir en R, la topoloǵıa usual es la determinada por los siguientes

conjuntos:

Un intervalo abierto de R, es un conjunto de la forma

{x ∈ R : a < x < b}

donde a, b ∈ R. Decimos que éste es el intervalo abierto determinado por a y b, y lo denotamos

(a, b); si a < b el intervalo es no vaćıo. Un conjunto A de números reales es abierto si para

cada x ∈ A, existe un intervalo abierto (a, b) tal que x ∈ (a, b) ⊆ A.

Definición 1.8. Sea (X, τ) un espacio topológico y sea x ∈ X. Una vecindad de x es

cualquier conjunto abierto que contiene a x.

3. Bases

Definición 1.9. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una familia B ⊂ τ es llamada base

de τ si cada conjunto abierto es la unión de miembros de B.

Definición 1.10. Decimos que S ⊆ P(X) es una subbase de τ si todo elemento de τ es

unión de intersecciones de S.

Teorema 1.11. Sea B ⊂ τ . Las siguientes propiedades de B son equivalentes:

(1) B es una base para τ

(2) Para cada G ∈ τ y cada x ∈ G existe U ∈ B tal que x ∈ U ⊂ G
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Demostración. (1) ⇒ (2) Sea x ∈ G; entonces si G ∈ τ y B es una base, G =
⋃

α Uα,

donde cada Uα ∈ B. Entonces existe algún Uα ∈ B tal que x ∈ Uα ⊂ G. (2) ⇒ (1) Sea G ∈ τ ;

para cada x ∈ G, hallamos Ux ∈ B tal que x ∈ Ux ⊂ B. Entonces, G = {Ux : x ∈ G}. ¤

Teorema 1.12. Sea B ⊂ τ una base para τ . Entonces A es un abierto en τ si y sólo si

para cada x ∈ A existe U ∈ B tal que x ∈ U ⊂ A.

Demostración. Si A es abierto, la conclusión se sigue del teorema anterior. Recip-

rocamente, si para cada x ∈ A existe U ∈ B tal que x ∈ U ⊂ A podemos encontrar

A = ∪{Ua : a ∈ A}, donde cada Ua ∈ B ⊂ τ ; con lo que A es abierto 8 se sigue de la

definición. ¤

Definición 1.13. Sean τ1 y τ2 dos topoloǵıas en un conjunto X. Decimos que τ1 es más

fina que o refinamiento de τ2 si todo elemento de τ2 es unión de elementos de τ1 (es decir,

τ1 tiene mas abiertos que τ2).

4. Conceptos Elementales

Sea (X, τ) un espacio topológico. A cada A ∈ X (tambien denotado por Ac) le asociamos

su complemento X \ A. Como además, A = X \ (X \ A) entonces A está uńıvocamente

determinado por su complemento. Por lo tanto, a partir de los complemento de los conjuntos

abiertos, podemos recuperar los conjuntos abiertos mismos. Con esta observación diremos

que:

Definición 1.14. A ⊂ X es llamado cerrado si Ac es un conjunto abierto.

Ejemplo 1.15. (1) En la topoloǵıa indiscreta, los únicos conjuntos cerrados son ∅
y X. Mientras que en la topoloǵıa discreta cada conjunto es abierto y cerrado.

(2) En R con la topoloǵıa usual, el conjunto [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} es el intervalo

cerrado determinado por a y b. Cada intervalo [a,∞) es un conjunto cerrado, porque

su complemento R \ [a,∞) = (−∞, a) es un abierto.

Definición 1.16. Sea A ⊆ X. El interior de A, denotado por A◦, es la reunión de todos

los conjuntos abiertos contenidos en A. Un punto x ∈ A tal que x ∈ A◦ se llama punto

interior de A.
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Ejemplo 1.17. Si Q ⊆ R es el conjunto de los números racionales. Entonces Q◦ = ∅ y

(R\Q)◦ = ∅, ya que cada intervalo abierto contiene elementos de Q y de R\Q. Este ejemplo

muestra que la relación: (A ∪B)◦ 6= A◦ ∪B◦.

Definición 1.18. Sea A ⊂ X. La clausura de A es la intersección de todos los conjuntos

cerrados que contienen a A y es denotado por A.

Definición 1.19. Sea A ⊂ X. un punto x ∈ X es llamado punto de acumulación de A

si cada vecindad de x contiene al menos un punto de A distinto de x. El conjunto de todos

los puntos de acumulación se denota por A′.

Teorema 1.20. Sea A ⊆ X, entonces:

i La clausura de A, A, es la reunión de A con sus puntos de acumulación.

ii Un conjunto es cerrado si y sólo si contiene a sus puntos de acumulación.

Demostración. i Si x ∈ X es un punto de acumulación de A, entonces cada

entorno abierto de x intersecta a A, y en consecuencia, x ∈ A. Por otro lado, si

x ∈ A \A entonces x es un punto de acumulación de A. En conclusión, A = A∪A′.

ii Como A = A∪A′ y A es cerrado si y sólo si A = A, entonces A es cerrado si y sólo

si A′ ⊆ A

¤

Ejemplo 1.21. En R con la topoloǵıa usual tenemos:

(a, b) = (a, b] = [a, b) = [a, b] = [a, b]

ya que a y b son los puntos de acumulación de (a, b), (a, b] y [a, b). Además [a, b] es un

conjunto cerrado.

Definición 1.22. Una sucesión {xn}∞n=0 de elementos de un espacio topológico (X, τ)

converge a x ∈ X si para todo abierto U que contiene a x, existe m tal que xn ∈ U para

todo n ≥ m. En este caso, se escribe limn→∞xn = x.

Definición 1.23. Un espacio topológico es compacto si para cada colección de abiertos

cuya unión es X existe una subcolección finita cuya unión es también X. Esto generalmente

se expresa diciendo que todo cubrimiento de X por abiertos tiene un subcubrimiento finito.
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5. Continuidad y Homeomorfismos

Definición 1.24. Sean (X, τ1) y (Y, τ2) dos espacios topológicos. Una función f : X → Y

es continua si y sólo si:

f−1(A) ∈ τ1 ⇔ A ∈ τ2

es decir, que la imagen inversa por f de un subconjunto abierto de Y es un subconjunto

abierto de X.

Ejemplo 1.25. (1) Si (X, τ1) y (Y, τ2) son dos espacios topológicos arbitrarios y

yo ∈ Y está fijo. La función constante c : X → Y , dada por c(x) = yo, ∀ x ∈ X es

continua.

(2) La función identidad Ix : (X, τ1) → (X, τ2) es continua si y sólo si τ1 es más fina

que τ2.

Definición 1.26. Sean (X, τ1) y (Y, τ2) dos espacios topológicos. Sea función f : X → Y

biyectiva. Entonces, f es un homeomorfismo si f es continua y f−1 también. Si tal función

existe, entonces diremos que (X, τ1) y (Y, τ2) son homeomorfos.

Observación 1.27. (1) Si f : (X, τ1) → (Y, τ2) es homeomorfismo, entonces f−1 :

(Y, τ2) → (X, τ1) también.

(2) Si f : (X, τ1) → (Y, τ2) es homeomorfismo entonces:

A ∈ τ1 ⇔ f(A) ∈ τ2

6. Propiedades Topológicas

Definición 1.28. Un espacio topológico X es llamado primer numerable (I-numerable),

si él satisface el siguiente axioma:

AI) Para cada x ∈ X, existe una base numerable βx de abiertos que contienen al punto x,

tal que ∀ G ∈ X abierto x ∈ G ⇒ ∃ B ∈ βx : B ⊆ G.

Ejemplo 1.29. Si X es un espacio métrico, xo ∈ X entonces βxo = {B(xo,
1
n
) : n ∈ N}

es una base local en xo numerable. Por lo tanto cualquier espacio métrico es I-numerable.

Definición 1.30. Un espacio topológico (X, τ) es segundo numerable (II-numerable) si

él satisface el siguiente axioma:

AII) τ contiene una base numerable β.
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Ejemplo 1.31. R con la topoloǵıa usual es II-numerable, ya que β = {(a, b) : a < b ∈ Q}
es una base numerable de R.

Definición 1.32. D ⊂ X es denso en X si D = X. Claramente, X es denso en X, de

hecho, es el único cerrado denso en X

Definición 1.33. Un espacio topológico X se dice separable si satisface el siguiente

axioma:

X contiene un subconjunto denso numerable.

Ejemplo 1.34. R es saparable con lo topoloǵıa usual. Pero (R,P(R)) no es separable.

7. Espacios Topológicos Producto

Dados dos espacios topolǵicos X e Y , consideremos X × Y el producto cartesiano de X

e Y .

Definición 1.35. Un rectángulo abierto en X ×Y es un conjunto de la forma. U ×V ⊆
X × Y , tal que U es abierto en X y V es abierto en Y .

Si U ×V y W ×S son rectángulos abiertos en X ×Y entonces su intersección (U ×V )∩
(W × S) = (U ∩W )× (V ∩ S) también es un rectángulo abierto.

Por lo tanto, el conjunto de todos los rectángulos abiertos en X×Y es una base de una única

topologá de X × Y . Esta topoloǵıa recibe el nombre de topoloǵıa producto de las topoloǵıas

de X×Y . El conjunto X×Y dotado de esta topoloǵıa se llama espacio topológico producto

de los espacios X e Y .

En consecuencia, Z ⊆ X × Y es un abierto en la topoloǵıa producto es un abierto, si y sólo

si, para cada punto (x, y) ∈ Z existen abiertos U ⊆ X y V ⊆ Y tales que x ∈ U , y ∈ V y

U × V ⊆ Z.

De manera natural, estan asociadas al espacio producto X × Y dos proyecciones canónicas:

p1 : X×Y → X y p2 : X×Y → Y , dadas, respectivamente, por: p1(x, y) = x y p2(x, y) = y.

Estas funciones son continuas, ya que si U ⊆ X es abierto, p−1
1 (U) = U×Y , y analogamente,

si V ⊆ Y es un abierto, p−1
2 (V ) = X × V

Proposición 1.36. Si las topoloǵıas de X e Y tienen base β1 y β2, respectivamente,

entonces la familia:

β = {U × V |U ∈ β1 y V ∈ β2}
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es base de la topoloǵıa producto.

Definición 1.37. Sea {Yα |α ∈ Λ} una familia de espacios topológicos. Sea τα una

topoloǵıa para cada α ∈ Λ. La topoloǵıa del producto cartesiano
∏

α∈Λ Yα tiene como subbase

todos los conjuntos 〈Uβ〉 = p−1
β [Uβ] = {(xα)α ∈

∏
α Yα | xβ ∈ Uβ} para todos los Uβ ∈ τβ y

para todos los β ∈ Λ, donde pβ es la proyección de
∏

α Yα en el β-ésimo factor Yβ.

Observación 1.38. Dado Cβ ⊆ Yβ, como 〈Cβ〉 = p−1
β [Cβ] es el conjunto {(xα)α ∈

∏
α Yα |xβ ∈ Cβ}, esta definición se puede generalizar para un número finito de conjuntos,

aśı:

〈Cα1 , · · · , Cαn〉 = 〈Cα1〉 ∩ · · · ∩ 〈Cαn〉 = {(xα)α ∈
∏
α

Yα |xα1 ∈ Cα1 , · · · , xαn ∈ Cαn}

Teorema 1.39. Para un conjunto arbitrario Λ, el espacio
∏

α∈Λ Yα cumple lo siguiente:

(1) Para cada α ∈ Λ, sea Σα una subbase de la topoloǵıa τα de Yα. Entonces la familia

{〈Vβ〉 |Vβ ∈ Σβ, β ∈ Λ} es una subbase de la topoloǵıa del producto cartesiano en
∏

α Yα.

(2) Si Aα ⊆ Yα para cada α ∈ Λ, entonces
∏

α Aα =
∏

α Aα, por lo tanto el producto

cartesiano de conjuntos cerrados es cerrado (a diferencia de los conjuntos abiertos:

el producto cartesiano arbitrario de abiertos no es abierto, en general).

Demostración. (1) Para cada α ∈ Λ, todo abierto Uα se escribe como unión de inter-

secciones finitas de elementos de Σα (ya que Σα es subbase de τα).

Como 〈Aβ ∩Bβ〉 = 〈Aβ〉∩ 〈Bβ〉 para todo A,B ∈ Σβ, entonces cada abierto básico se escribe

como intersección de un número finito de elementos de Σβ.

(2) Supongamos que {yα}α ∈
∏

α Aα.

Sea β ∈ Λ, y sea Uβ una vecindad de yβ.

Como 〈Uβ〉 es una vecindad de {yα}α, se tiene que 〈Uβ〉 ∩
∏

α Aα 6= ∅.
Esto es {{aα}α ∈

∏
α Aα | aβ ∈ Uβ} 6= ∅. Luego Aβ ∩ Uβ 6= ∅. Por lo tanto yβ ∈ Aβ.

Rećıprocamente, supongamos que {yα}α ∈
∏

α Aα, es decir para cada β ∈ Λ, yβ ∈ Aβ, de

modo que para cada β ∈ Λ se cumple que para toda vecindad Uβ de yβ, Uβ ∩Aβ 6= ∅. Por lo

tanto 〈Uβ〉 ∩
∏

α Aα 6= ∅.
Luego, para un número finito de coordenadas, se cumple que 〈Uβ1 , · · · , Uβ2〉 ∩

∏
α Aα 6= ∅.

Como 〈Uβ1 , · · · , Uβ2〉 es una vecindad de {yα}α, se tiene que {yα}α ∈
∏

α Aα.
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Sea {Aα ⊆ Yα |α ∈ Λ} una familia de conjuntos abiertos.

Dado {aα}α un elemento de
∏

α Aα, toda vecindad de {aα}α tiene la forma {{xα}α ∈
∏

α Aα |xα1 ∈ Uα1 , · · · , xαn ∈ Uαn}, con Uα1 , · · · , Uαn vecindades de aα1 , · · · , aα2 respec-

tivamente. Por lo tanto, nunca se podrá hallar una vecindad contenida en
∏

α Aα. ¤

Sea F un conjunto finito. Consideremos el conjunto FN de las funciones de F en N, o

sucesiones infinitas de elementos de F , dotado de la topoloǵıa producto que resulta de dar a

F la topoloǵıa discreta. Dada una sucesión finita s de elementos de F , sea Us = {x ∈ FN :

x(i) = s(i)∀ 0 ≤ i ≤ n}, donde x(i) y s(i) es la i-ésima entrada de x y s respectivamente.

Los conjuntos de la forma Us constituyen una base finita de la topoloǵıa de N (es finita ya

que el conjunto de sucesiones finitas de elementos de F es finita).

Veamos que {Us : s ⊂ N, |s| < ∞} es una base para la topoloǵıa producto. Con esta

topoloǵıa, describiremos la convergencia en FN de la siguiente manera: Una sucesión {xi :

i ∈ N} converge a x si y sólo si ∀ n∃ m∀ k ≥ m (xk(n) = x(n)). Este espacio es metrizable

por la métrica dada por

(1.1) d(x, y) =





0 si x = y

1

(menor n tal que x(n) 6= y(n)) + 1
en otro caso

Para demostrar que esta métrica dá la topoloǵıa de FN basta verificar que determina la

convergencia que mencionamos anteriormente.

Todos estos conceptos pueden ser mejor estudiados en [13] y [16].



CAṔıTULO 2

Teoŕıa Descriptiva de Conjuntos

En este caṕıtulo vamos a describir conjuntos con una estructura topológica. Definiremos

lo que es un espacio Polaco y con ello definiremos a los conjuntos Borelianos y los conjuntos

Anaĺıticos para luego relacionarlos con el Operador de Souslin.

1. Espacios Polacos

Definición 2.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesión de Cauchy es una sucesión

(xn) de elementos de X tal que limn→md(xn, xm) = 0. Llamamos a (X, d) completo si cada

sucesión de Cauchy tiene ĺımite en X. Dado (X, d), un espacio métrico cualquiera, existe un

espacio métrico completo (X̂, d̂) tal que (X, d) es un subespacio de (X̂, d̂) y X es denso en

X̂. Este espacio es único por isometŕıa y es llamado la completación de (X, d). Claramente,

X̂ es separable sii X lo es.

Definición 2.2. Un espacio topológico X es completamente metrizable si este admite

una métrica compatible d tal que (X, d) es completo. Un espacio separable completamente

metrizable es llamado Polaco.

Ejemplo 2.3. (1) R,C,Rn,Cn,RN y CN son Polacos; el intervalo unitario

I = [0, 1]

el ćırculo unitario

T = {x ∈ C : |x| = 1}

el cubo n-dimensional In, el cubo de Hilbert IN, el toro n-dimensional Tn y el toro

infinito-dimensional TN son Polacos.

(2) Cualquier conjunto A con la topoloǵıa discreta es completamente metrizable, y si

es numerable, este es Polaco.

(3) El espacio AN, visto como el producto infinito de muchas copias de A con la topoloǵıa

discreta, es completamente metrizable y si A es numerable entonces AN es Polaco.

12
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De particular importancia son los casos A = 2 = {0, 1} y A = N.

Llamamos a

C = 2N

el Espacio de Cantor y

N = NN

el Espacio de Baire.

2. Categoŕıa de Baire

Sea X un espacio topológico. Un conjunto A ⊆ X es llamado nunca denso si su clausura

A tiene interior vaćıo, es decir, (A)◦ = ∅. (Esto es equivalente a que X\A es denso.) Entonces,

A es nunca denso sii A es nunca denso. Un conjunto A ⊆ X es magro (o de primera cate-

goŕıa) si A = ∪n∈NAn, donde cada An es nunca denso. Un conjunto no-magro es llamado de

segunda categoŕıa. El complemento de un conjunto magro es llamado comagro (o residual).

Entonces, un conjunto es comagro sii contiene la intersección de una familia numerable de

conjuntos densos abiertos.

Un ideal en un conjunto X es una colección de subconjuntos de X que contiene a ∅ y es

cerrado bajo subconjuntos y uniones finitas. Si también es cerrado bajo uniones numerables

entonces lo llamaremos σ-ideal. Los conjuntos nunca densos de un espacio topológico forman

un ideal, y los conjuntos magros forman un σ-ideal.

Proposición 2.4. Sea X un espacio topológico. Las siguientes afirmaciones son equiv-

alentes:

i) Cada conjunto abierto no vaćıo en X es no-magro.

ii) Cada comagro en X es denso.

iii) La intersección de una familia numerable de densos abiertos en X es denso.

Definición 2.5. Un espacio topológico es llamado espacio Baire si satisface la proposi-

ción anterior.

Sea I un σ-ideal en un conjunto X. Si A,B ⊆ X, decimos que A,B son iguales m”odulo

I, denotado por A =I B, si la diferencia simétrica A4B = (A \B) ∪ (b \ A) ∈ I.
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En el caso particular donde I es el σ-ideal de los conjuntos magros de un espacio topológico,

escribimos:

A =∗ B

si A y B son iguales módulo conjuntos magros.

Definición 2.6. Sea X un espacio topológico. Un conjunto A ⊆ X tiene la propiedad

de Baire (PB) si A =∗ U para algún abierto U ⊆ X.

3. Borelianos

Definición 2.7. Decimos que A ⊆ P(X) es un álgebra de conjuntos si A es cerrada

bajo uniones finitas y complementaciones. Y decimos que A es una σ-álgebra si además es

cerrado bajo uniones numerables. Dado ε ⊆ P(X), existe una menor σ-álgebra contenida en

ε, llamada σ-álgebra generada por ε y denotada por σ(ε). También ε es llamado conjunto

de generadores para σ(ε). Una σ-álgebra es generada numerable si ésta tiene un conjunto

numerable de generadores.

Un espacio medible es un par (X,S), donde X es un conjunto y S es una σ-álgebra en

S. El miembro S es llamado medida.

Sea N el conjunto de los números naturales. Denotemos por N al espacio NN de todas

las funciones de N en N dotado de la tolopoǵıa que resulta de dar a N la topoloǵıa discreta.

Este espacio se llama el espacio de Baire.

Un espacio tipo Baire es un producto X1 × X2 × ... × Xn donde cada factor es N o N .

Diremos que el espacio es de tipo 0 si todos los factores son N y en caso contrario decimos

que es de tipo 1.

Estudiaremos clases de subconjuntos de espacios tipo Baire. Diremos que Γ es una clase

de conjuntos si todo X ∈ Γ es un subconjunto de un espacio tipo Baire. Si X es un espacio

tipo Baire, denotaremos por Γ(X ) a la colección Γ ∩ P(X ).

Definición 2.8. Sea X un espacio tipo Baire, B(X ), la clase de los borelianos de X , es la

menor σ-álgebra de subconjuntos de X que contiene a los abiertos. Un conjunto perteneciente

a esta clase se llama conjunto boreliano.

Si Γ es una clase de subconjuntos de un espacio X tipo Baire, denotaremos por σΓ

a la clase de uniones numerables de conjuntos en Γ, por δΓ denotamos a la colección de



4. ANALÍTICOS 15

intersecciones numerables de elementos de Γ, y cΓ denota la clase de complementos de

conjuntos en Γ.

Definición 2.9.
∑o

1(X ) es la clase de los abiertos de X ,
∏o

1(X ) la clase de los cerrados

de X y ∆o
1(X ) =

∑o
1(X ) ∩∏o

1(X ). Inductivamente definimos:
∑o

α(X ) = σ(∪{∏o
ξ(X ) : ξ < α})

∏o
α(X ) = c

∑o
α(X ) y

∆o
α(X ) =

∑o
α(X ) ∩∏o

α(X )

Sean {An : n ∈ N} y {Bn : n ∈ N} dos familias de subconjuntos de un espacio tipo

Baire, decimos que la familia {Bn : n ∈ N} reduce a la familia {An : n ∈ N} si, y sólo si,

a) ∪{An : n ∈ N} = ∪{Bn : n ∈ N},
b) ∀ n ∈ N, Bn ⊂ An,

c) Bi ∩Bj = ∅ para todo i 6= j.

Una clase Γ de conjuntos tiene la propiedad de reducción si para toda familia {An : n ∈
N} de conjuntos en Γ existe una familia {Bn : n ∈ N} también de conjuntos de Γ que la

reduce.

Decimos que Γ tiene la propiedad de separación si, y sólo si, para cada {An : n ∈ N} ⊂ Γ tal

que ∩{An : n ∈ N} = ∅, existe {Bn : n ∈ N} ⊂ Γ∩ cΓ tal que para todo n ∈ N, An ⊂ Bn y

∩{Bn : n ∈ N} = ∅.

4. Anaĺıticos

Definición 2.10. Para un espacio X , definimos:
∑1

1(X ) = {f ′′A : A ⊆ N y f : N → X es continua},
∏1

1(X ) = c
∑1

1(X ),

∆1
1(X ) =

∑1
1(X ) ∩∏1

1(X ), y en general,
∑1

n+1(X ) = {f ′′A : A ∈ ∏1
n(N ) y f : N → X es continua},

∏1
n(X ) = c

∑1
n(X ), y

∆1
n(X ) =

∑1
n(X ) ∩∏1

n(X ).

donde f ′′A es la imágen de A por f .
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Definición 2.11. Un conjunto se llama anaĺıtico si pertenece a la clase
∑1

1, y un conjunto

es coanaĺıtico si pertenece a la clase
∏1

1.

Proposición 2.12. Sea X un espacio polaco, y sea A ⊆ X. Entonces las siguientes son

equivalentes:

i) A es anaĺıtico.

ii) Existe un Polaco Y y un Boreliano B ⊆ X × Y tal que A = proyX(B) ( A es la

proyección de B en X).

iii) Existe un cerrado F ⊆ X ×N tal que A = proyX(F ).

5. Operador de Souslin

Definición 2.13. Un Operador de Souslin A es una operación que aplicada a la familia

Ys(s ∈ N<∞) de conjuntos indexados por sucesiones finitas de enteros no negativos, da como

resultado:

A(Ys : s ∈ N<∞) =
⋃

x∈N∞

⋂

n∈N
Ys|n

Observación 2.14. A la familia Ys(s ∈ N<∞) la llamamos esquema de Souslin.

Dada una familia de conjuntos F , decimos que F es cerrada bajo el operador de Souslin

si dado un esquema de Souslin en F entonces el resultado del operador es un elemento de

F .

Teorema 2.15 (Marczewski). Sea P una familia no vaćıa de subconjuntos de algún

conjunto X tal que cada miembro de P es P-Baire y el ideal de los P-magros es σ-aditivo.

Entonces, el álgebra de los subconjuntos P-Baire de X es cerrado sobre el operador de Souslin.

Lema 2.16. Un conjunto A en un espacio Polaco es anaĺıtico si y sólo si A es el resultado

de aplicar el operador de Souslin A a alguna familia de conjuntos cerrados.

Demostración. Probemos primero que si Ys(s ∈ N<∞), son conjuntos cerrados en un

espacio Polaco X, entonces A = A(Ys : s ∈ N<∞) es anaĺıtico. Tenemos:

x ∈ A ↔ ∃ a ∈ N |x ∈ ∩∞n=0Ya|n

↔ ∃ a | (x, a) ∈ ∩∞n=0Bn
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donde Bn = {(x, a) : x ∈ Ya|n}. Cada Bn es un conjunto boreliano en X ×N por lo tanto A

es anaĺıtico.

Rećıprocamente, sea A ⊂ X un anaĺıtico. Entonces, existe una función cont́ınua f : N → X

tal que f(N ) = A. Nótese que para cada cada a ∈ N ,

∩∞n=0f(O(a|n)) = ∩∞n=0f(O(a|n)) = {f(a)}

donde O(s) = {a ∈ N : a|n = s}, con s ∈ N .

Entonces,

A = f(N ) = ∪a∈NN ∩∞n=0 f(O(a|n))

, y por lo tanto, A es el resultado de aplicarle el operador A a los conjuntos cerrados f(s).

¤

Estos temas son estudiados de manera más detallada en los libros [15] y [17]



CAṔıTULO 3

Álgebra

A continuación, vamos a ver conceptos elementales sobre los objetos de estudio en este

trabajo, es decir, las matrices y los espacios vectoriales. Para ello debemos introducir algunos

conceptos previos:

1. Grupos, Anillos y Cuerpos

Dado un conjunto arbitrario no vaćıo S definamos A(S) como el conjunto de todas

las aplicaciones biyectivas del conjunto S sobre śı mismo. Para cualesquier dos elementos

σ, τ ∈ A(S) introducimos un producto al que representamos por σ◦τ , entonces los siguientes

hechos acerca de los elementos de A(S) sometidos a este producto son válidos:

(1) Siempre que σ, τ ∈ A(S) entonces se sigue que σ ◦τ está también en A(S). Describi-

mos esto diciendo que A(S) es cerrado respecto al producto.

(2) Para cualesquier tres elementos σ, τ, µ ∈ A(S), σ ◦ (τ ◦ µ) = (σ ◦ τ) ◦ µ. A esta

relación se le llama ley asociativa.

(3) Hay un elemento muy especial ι ∈ A(S) que satisface ι ◦ σ = σ ◦ ι = σ para todo

σ ∈ A(S). A tal elemento se le llama elemento identidad de A(S).

(4) Para todo σ ∈ A(S) hay un elemento, al que representamos por σ−1, también en

A(S), tal que σ◦σ−1 = σ−1◦σ = ι. Esta situación generalmente se describe diciendo

que todo elemento de A(S) tiene un inverso en A(S).

Se verifica también otro hecho acerca de A(S); a saber, que siempre que S tiene tres o

más elementos podemos encontrar dos elementos α, β ∈ A(S) tales que α ◦ β 6= β ◦ α. Esta

posibilidad que contradice nuestra esperiencia e intuición matemaática habituales, introduce

una riqueza en A(S) de la que, a no ser por ello, habŕıa carecido.

Con este ejemplo como modelo y un gran conocimiento de muchas situaciones matemáticas

y mucha abstracción construimos lo siguiente:

18
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Definición 3.1. Un conjunto no vaćıo de elementos G se dice que forma un grupo si en

G está definida una operación binaria, llamada producto y denotada por (·) tal que:

(1) a, b ∈ G implica que a · b ∈ G (cierre).

(2) a, b, c ∈ G implica que a · (b · c) = (a · b) · c (ley asociativa).

(3) Existe un elemento e ∈ G tal que a · e = e · a = a para todo a ∈ G (existencia de un

elemento identidad en G).

(4) Para todo a ∈ G existe un elemento a−1 ∈ G tal que a ·a−1 = a−1 ·a = e (existencia

de inversos en G).

Ejemplo 3.2. (1) Supongamos que G está constituido por el conjunto de los en-

teros, xon a · b, para a, b ∈ G, definida como la suma usual entre enteros, es decir,

a · b = a + b, se puede verificar fácilmente que G es un grupo abeliano infinito en el

que 0 juega el papel de e, y −a el de a−1.

(2) Supongamos que G consiste en los números reales 1 y −1 con la multiplicación entre

números reales como operación. G es un grupo abeliano.

Definición 3.3. Un conjunto no vaćıo R se dice que es un anillo asociativo si en R

están definidas dos operaciones, denotadas por ” + ” y ” · ” respectivamente tales que para

cualesquiera a, b, c ∈ R:

(1) a + b está en R.

(2) a + b = b + a.

(3) (a + b) + c = a + (b + c).

(4) Hay un elemento 0 en R tal que a + 0 = a (para todo a en R).

(5) Existe un elemento −a en R tal que a + (−a) = 0.

(6) a · b está en R.

(7) a · (b · c) = (a · b) · c.
(8) a · (b + c) = a · b + a · c y (b + c) · a = b · a + c · a (las dos leyes distributivas).

Los anillos no asociativos, es decir, aquellos en que no se verifica el axioma 7, se presentan

en matemática y son objetivo de estudio, pero aqúı no es de nuestro interés.

Puede y no suceder que exista un elemento 1 en R tal que a · 1 = 1 · a = a para todo a en

R; si tal elemento existe diremos que R es un anillo con elemento unitario.
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Si la multiplicación de R es tal que a · b = b · a para todo a, b en R entonces llamamos a R

anillo conmutativo.

Ejemplo 3.4. (1) R es el conjunto de los enteros; + es la suma usual y · la multi-

plicación usual de los enteros. R es un anillo conmutativo y con elemento unitarios.

(2) R es el conjunto de todos los enteros pares bajo las operaciones habituales de adición

y multiplicación. R es un anillo conmutativo, pero no tiene elemento unitario.

(3) R es el conjunto de los números racionales bajo la adición y multiplicación habituales

de los números racionales. R es un anillo conmutativo con elemento unitario. Pero

aún más que eso, pues podemos ver que los elementos de R distintos de 0 forman un

grupo abeliano bajo la multiplicación. Un anillo con esta última propiedad se llama

cuerpo.

Definición 3.5. Un anillo R es llamado cuerpo si los elementos de R distintos de 0

forman un grupo abeliano respecto a la multiplicación.

Un cuerpo finito es un cuerpo con una cantidad finita de elementos.

Ejemplo 3.6. Zp, con p primo, con la suma y el producto habitual de los Zp forma un

cuerpo finito con p elementos.

2. Espacios Vectoriales

Definición 3.7. Un conjunto no vaćıo V se dice que es un espacio vectorial sobre un

cuerpo F si V es un grupo abeliano respecto a una operación que denotaremos por +, y si

para todo α ∈ F , v ∈ V está definido un elemento, escrito como αv, de V , con las siguientes

propiedades:

(1) α(v + w) = αv + αw

(2) (α + β)v = αv + βv

(3) α(βv) = (αβ)v

(4) 1v = v

para cualesquiera α, β ∈ F y v, w ∈ V (donde el 1 representa el elemento unitario de F en

la multiplicación).

Usaremos sistemáticamente las siguientes notaciones:
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a) F representará un cuerpo.

b) Las letras griegas minúsculas serán elementos de F ; nos referiremos con frecuencia

a los elementos de F como escalares.

c) Las letras latinas mayúsculas representarán espacios vectoriales sobre F .

d) Las letras latinas minúsculas denotarán elementos de espacios vectoriales. A los

elementos de un espacio vectorial les llamaremos con frecuencia vectores.

Ejemplo 3.8. (1) Sea F un cuerpo y K un cuerpo que contiene a F como subcuer-

po. Consideremos K como un espacio vectorial sobre F usando el + del espacio

vectorial la adición de elementos de K, y definiendo para α ∈ F , v ∈ K, αv como el

producto de α y v como elementos en el cuerpo K. Los axiomas (1),(2),(3) para un

espacio vectorial son consecuencias de la ley distributiva derecha, de la ley distribu-

tiva izquierda y de la ley asociativa, respectivamente, que valen para K por ser un

anillo.

(2) Sea F un campo y sea V la totalidad de todos los n-tuples, (α1, ..., αn), donde todos

los αi ∈ F . Dos elementos (α1, ..., αn) y (β1, ..., βn) de V se definen iguales si y sólo

si αi = βi para todo i = 1, 2, ..., n. introducimos ahora las operaciones requeridas en

V para hacer de él un espacio vectorial definido:

(a) (α1, ..., αn) + (β1, ..., βn) = (α1 + β1, ..., αn + βn).

(b) γ(α1, ..., αn) = (γα1, ..., γαn) para γ ∈ F .

Dado un cuerpo finito F , FN es un espacio vectorial. Sean u, v ∈ FN y sean α, β ∈ F .

Veamos que estos elementos satisfacen la definición de espacio vectorial:

1) α(u + v) = αu + αv

Esto es debido a que F es un cuerpo, luego, α(u(i) + v(i)) = αu(i) + αv(i) para

todo i ∈ N.

2) (α + β)v = αv + βv

Esta propiedad se satisface porque (α + β)v(i) = αv + βv(i) para todo i ∈ N.

3) α(βv) = (αβ)v

Vale porque α(βv(i)) = (αβ)v(i) para todo i ∈ N.

4) 1v = v

Para todo i ∈ N, 1v(i) = v(i).
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Definición 3.9. Si U y V son espacios vectoriales sobre F , entonces la aplicación T de

U en V se dice que es un homomorfismo si:

(1) (u1 + u2)T = u1T + u2T .

(2) (αu1)T = α(u1T ).

Para cualesquiera u1, u2 ∈ U y α ∈ F .

Si T es, además, inyectiva le llamamos isomorfismo. El núcleo de T es, por definición, {u ∈
U | uT = 0} donde 0 es el elemento identidad de la adición en V . Dos espacios vectoriales se

dicen que son isomorfos si hay un isomorfismo de uno sobre el otro.

3. Matrices

Dada F un cuerpo finito. Todas las matrices consideradas en este trabajo son matrices

definidas sobre F .

Definición 3.10. Una matriz es una función de la forma:

A : n×m −→ F , donde n,m ∈ N ∪ {N}
La i-ésima fila es la función:

Ai : m −→ F definida por Ai(j) = A(i, j).

La j-ésima columna de A es la función:

Aj : n −→ F dada por Aj(i) = A(i, j).

Definición 3.11. Decimos que una matriz n×m es escalón reducida si:

(1) Cada fila de A tiene una entrada distinta de cero.

(2) Si mi es la mı́nima entrada distinta de cero de Ai, entonces Ai(mi) = 1 y además

A(j, mi) = 0 para i 6= j.

(3) mi < mj siempre que i < j.



CAṔıTULO 4

Teoŕıa Abstracta de Ramsey

En este caṕıtulo estudiaremos a cerca la teoŕıa abstracta de Ramsey, para ello debemos

introducir algunas nociones necesarias sobre la propiedad abstracta de Baire y del operador

de Souslin.

1. La propiedad Abstracta de Baire

Definición 4.1. Sea X un conjunto cualquiera y sea P una colección no vaćıa de sub-

conjuntos de X que llamaremos conjuntos básicos. Decimos que un subconjunto Y de X es

P-Baire si para cada P ∈ P existe un Q ⊆ P , Q ∈ P tal que Q ⊆ Y o Q ∩ Y = ∅. Y si

para cada P ∈ P podemos encontrar Q ⊆ P tal que Q ∩ Y = ∅, entonces diremos que Y es

P-Magro.

Observación 4.2. La colección de los subconjuntos P-magros de X forman un ideal de

subconjuntos de P , es decir, es cerrado sobre subconjuntos y uniones finitas.

Lema 4.3. Si el ideal de conjuntos P-magros es σ-aditivo, entonces la colección de todos

los subconjuntos P-Baire de X es una σ-álgebra.

Definición 4.4. Un P-cubrimiento de un subconjunto Y de X es algún conjunto P-

Baire φ(Y ) que contiene a Y y tiene la propiedad que cada subconjunto P-Baire diferente

de φ(Y ) \ Y será P-magro.

Lema 4.5. Para cada espacio topoógico X, cada subconjunto de X admite un Fσ-cubrimiento.

2. Teoŕıa Ramsey-Topológica

En esta sección vamos a describir un Espacio Ramsey Topológico, consideremos una

estructura de la forma

(R,≤, r)

23
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donde R es un conjunto no vaćıo, ≤ es un casi-orden en R, r : R×N −→ AR es una función

dada por una sucesión de aproximaciones (rn(.) = r(., n)). AR es el conjunto de todas las

aproximaciones finitas de R.

Definamos entonces los conjuntos básicos:

[a,X] = {A ∈ R : A ≤ X y ∃ n rn(A) = a}
para a ∈ AR y X ∈ R forma una base para una topoloǵıa en R que extiende la topoloǵıa

métrica usula en R cuando consideramos R como subespacio de ARN.

Definición 4.6. Llamamos longitud de a, para a ∈ AR, al entero positivo n tal que

rn(A) = a, para algún A ∈ R

Notación 4.7. Denotaremos a la longitud de a, para a ∈ AR aśı: |a| = l.

Entonces, supongamos que las siguientes condiciones las satisface la tripleta (R,≤, r)

Axiomas:

A.1 r0(A) = ∅ ∀A ∈ R.

A.2 A 6= B implica que rn(A) 6= rn(B) para algún n ∈ N.

A.3 rn(A) = rn(B) implica n = m y rk(A) = rk(B) para todo k < n.

A.4 Existe un casi-orden localmente finito, ≤fin, en AR tal que A ≤ B si y sólo si ∀n
∃m tal que rn(A) ≤fin rm(B).

Notación 4.8. Para a ∈ AR y Y ∈ R,

(4.1) depthY (a) =





min{k| a ≤fin rk(Y )} si ∃ k a ≤fin rk(Y )

1 en otro caso

A.5 (1). depthB(a) ≥ 0 implica [a,A] 6= ∅ para todo A ∈ [depthB(A), B]

(2). A ≤ B y depthB(a) ≥ 0 implica que existe A′ ∈ [depthB(a), B] tal que [a,A′] ⊆
[a,A].

A.6 Si depthB(a) ≥ 0 y si O ⊆ AR|a|+1 entonces existe A ∈ [depthB(a), B] tal que

r|a|+1[a,A] ⊂ O o r|a|+1[a,A] ⊂ Oc
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Definición 4.9. Un conjunto X es Ramsey si para cada conjunto básico no vaćıo [a, Y ]

existe X ∈ [depthY (a), Y ] tal que [a,X] ⊂ X o [a, X] ∩ X = ∅
Si para cada [a, Y ] 6= ∅ encontramos X ∈ [depthY (a), Y ] tal que [a,X] ∩ X = ∅ decimos que

X es un conjunto Ramsey-nulo de R

Definición 4.10. Un conjunto X ⊆ R es Baire si para cada abierto básico [a,X] existe

a v b ∈ AR y Y ≤ X

tal que [b, Y ] 6= ∅ y [b, Y ] ∈ X o [b, Y ] ∩ X = ∅. Si para cada [a,X] 6= ∅ podemos hallar

a v b ∈ AR y Y ≤ X tal que [b, Y ] 6= ∅ y [b, Y ] ∩ X = ∅ entonces X es llamado magro

Un caso particular de una tripleta (R,≤, r), la cual veremos en el próximo caṕıtulo de

manera más detallada, es el espacio (N[∞],⊆, r) de todos los subconjuntos infinitos de N,

donde rn(A) es el segmento inicial de A, obtenido de tomar los primeros n elementos de A,

donde ⊆fin es definido y AN[∞] = N<∞ (= la familia de todos los subconjuntos finitos de

N) se sigue que a ⊆fin b si y sólo si a = b = 0 o a ⊆ b y max(a) = max(b).

Cuando hablamos de una propiedad topológica para (R,≤, r), nos referimos a la topoloǵıa

natural o de Ellentuck de R, es decir, la inducida por los conjuntos básicos [a, A] (a ∈
AR, A ∈ R). Por ejemplo, tenemos X = R con la propiedad de Baire, tenemos que X ⊆
O4M para algunos abiertos de Ellentuck O ⊆ R y M ⊂ R magro. Entonces decimos que

X ⊂ R es Ramsey si X es R-Ramsey, es decir, si para todo [a,A] 6= ∅ existe B ∈ [a,A] tal

que [a,B] ⊂ X o [a,B] ∩ X = ∅.

Definición 4.11. Una tripleta (R,≤, r) es un espacio Ramsey-Toplógico si cada sub-

conjunto de R con la propiedad de Baire es Ramsey y cada conjunto magro es Ramsey

nulo.

Una consecuencia inmediata del Teorema Abstracto de Ramsey de dimensión infinita:

Teorema 4.12 (Teorema Abstracto de Ellentuck). Si (R,≤, r) es cerrado y satisface los

axiomas A.1− A.6 entonces (R,≤, r) es un espacio Ramsey-Topológico.

Recordemos que decimos que (R,≤, r) es cerrado cuando R es un subconjunto cerrado

de la topoloǵıa producto (Topoloǵıa de Tychonoff) ARN de AR con la topoloǵıa discreta.
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Corolario 4.13 (Ellentuck). El espacio (N∞,⊆, r) es Ramsey-Topológico.

El Teorema Abstracto de Ellentuck tiene la siguiente consecuencia:

Corolario 4.14. Si (R,≤, p) es cerrado y satisface A.1−A.6 entonces cada subconjunto

Souslin-medible de R es Ramsey.



CAṔıTULO 5

Espacio de Ellentuck

1. Principio del Casillero

Definición 5.1. Dado un conjunto X 6= ∅ cualquiera y una sucesión de conjuntos

(xα)α∈I , donde I es un conjunto de indices, decimos que (xα) es una partición de X si:

(1) X = ∪α∈ IXα

(2) Xα ∩Xβ = ∅ Si α 6= β, α, β ∈ I

Sea N el conjunto de los números naturales. Si consideramos una partición N = Co ∪ C1

de N en dos clases, existe A ⊆ N infinito y existe i ∈ {0, 1} tal que A ⊆ Ci.

Esta afirmación se conoce como principio del Casillero. Más generalmente, sea B ⊆ N

infinito y sea k ∈ N, k > 0. Dada una partición B = Co ∪ C1 ∪ .... ∪ Ck−1 de B en k clases,

existe A ⊆ B también infinito y existe i ∈ {0, 1, ..., k − 1} tal que A ⊆ Ci

Notación 5.2. A[n] = {X ⊆ A| |X| = n}

A[1] ≈ A

2. Teorema de Ramsey

Teorema 5.3 (Teorema de Ramsey). Dado n ∈ N, n > 0 y una partición N[n] = Co ∪ C1

de N[n] en dos clases, existe A ⊆ N infinito y existe i ∈ {0, 1} tal que A[n] ⊆ Ci.

De modo más general, sea B ⊆ N infinito y sea k ∈ N, k > 0. Dada una partición B[n] =

Co ∪ C1 ∪ ... ∪ Ck−1 de B[n] en k clases, existe A ⊆ B infinito existe i ∈ {0, 1, ..., k − 1} tal

que A[n] ⊆ Ci

Notación 5.4. Dada una partición X = Xo∪X1 se puede representar aśı: c : X → {0, 1}
definida por c(x) = i si y sólo si x ∈ Xi

27
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Es natural hacernos la siguiente pregunta, dada una partición, N[∞] = C0∪C1, existirá A ∈
N[∞] y i ∈ {0, 1} tal que A[∞] ⊆ Ci. La respuesta es no. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.5. Dados A,B ∈ N[∞]. A ∼ B si y sólo si | A4B |< ∞. Esto define una

relación de equivalencia.

Definamos [A] = {B ∈ N[∞] : | A4B |< ∞} = clase de A.

El conjunto N[∞]/ ∼ es infinito. Consideremos la siguiente partición:

Sea RA el representante de [A].

c : N[∞] → {0, 1}, definida de la siguiente manera:

(5.1) c(i) =





1 si | A4RA | es impar

0 si no

Entonces, C1 = {A ∈ N[∞] : c(A) = 1} y C0 = N[∞]\C1.

Veamos que para A ∈ C1 existe B ∈ A[∞] tal que B ∈ C0.

Por A estar en C1, entonces | A4RA | es impar. Tomemos B = A\{x}, con x ∈ A. c(B) = 0

ya que | B4RA | es par.

Demostración del Teorema de Ramsey. Haremos inducción en n:

Para n = 1, el resultado vale por el principio del casillero.

Supongamos que el resultado vale para n = m. Sea c : N[m+1] → {0, 1} una partición. Quer-

emos hallar A ∈ N[∞] tal que c sea constante en A[m+1].

Dado p ∈ N, consideremos B = N\{0, 1, ..., p} y definimos ĉ : B[m] → {0, 1} aśı: ĉ(x) =

c({p} ∪ x). Por inducción existe A ⊆ B infinito tal que ĉ es constante en A[m], luego

∀ x, y ∈ A[m] c({p} ∪ x) = c({p} ∪ y)

Supongamos que m = 1. Estamos entonces considerando una partición c : N[2] → {0, 1} y

queremos halla A ⊆ N infinito tal que c es constante en A[2]

Definamos co : N[1] → {0, 1} co(x) = c({0, x}) entonces existe Ao ⊆ N infinito tal que co es

constante en A
[1]
o , luego ∀ x, y ∈ Ao c({0, x}) = c({0, y})

Sea a1 = menor elemento de Ao mayor que cero := Ao/0 donde X/n = {x ∈ X|x > n}
Sea c1 : A

[1]
o → {0, 1} c1(x) = c({a1, x}) entonces existe A1 ⊆ Ao infinito tal que c1 es

constante en A
[1]
1 , luego ∀ x, y ∈ A1 c({a1, x}) = c({a1, y})

Sea a2 = minA1/a1

Supongamos definidos Ao, A1, ..., An−1 y a1, a2, ..., an. Consideremos cn : A
[1]
n−1 → {0, 1} cn(x) =
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c({an, x}) entonces existe An ⊆ An−1 infinito tal que cn es constante en A
[1]
n , luego ∀ x, y ∈

A1 c({an, x}) = c({an, y})
Finalmente, sea A = {a1, a2, ...} existe a ∈ A y existe ia ∈ {0, 1} tal que c({a, x}) = ia ∀ x ∈
A/a

Definimos c̆ : A[1] → {0, 1} c̆(a) = ia

Por el principio del casillero existe B ⊆ A infinito tal que c̆ es constante en B[1], es decir,

existe i ∈ {0, 1} ∀ a ∈ B ia = i entonces c es constante en B[2] ¤

Definición 5.6. X ⊆ N[∞] es Ramsey (o tiene la propiedad de Ramsey) si existe A ∈
N[∞] tal que A[∞] ⊆ X o A[∞] ∩X = ∅.

Definición 5.7. X ⊆ N[∞] es Ramsey nulo si ∀A ∈ N[∞] monocromático para X A[∞] ∩
X = ∅.

Definición 5.8. Decimos que A ∈ N[∞] es monocromático para X si A[∞] ⊆ X o

A[∞] ∩X = ∅.

3. Propiedades de los Espacios Ramsey

[a,A] = {B ∈ N[∞] : a @ B ⊆ A}
Esta familia de conjuntos es una base para alguna topoloǵıa.

Definición 5.9. X ⊆ N[∞] es (completamente) Ramsey si para toda vecindad no vaćıa

[a,A] existe B ∈ [a,A] tal que [a,B] ⊆ X o [a,B] ∩X = ∅.

Definición 5.10. X ⊆ N[∞] es (completamente) Ramsey nulo si para toda [a,A] 6= ∅
existe B ∈ [a,A] tal que [a,B] ∩X = ∅.

Observación 5.11. 1 Si X es completamente Ramsey entonces X es Ramsey.

2 Si X = [a,A] entonces X es completamente Ramsey.

3 ∅ y N[∞] son completamente Ramsey.

4 Si X es completamente Ramsey entonces su complemento también lo es.

Lema 5.12. (i) Si X,Y ⊆ N[∞] son completamente Ramsey nulo entonces X ∩ Y

es completamente Ramsey nulo.
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(ii) Si X1, ..., Xn son completamente Ramsey nulos entonces ∩n
i=1Xi es completamente

Ramsey nulo.

(iii) Si X, Y ⊆ N[∞] son completamente Ramsey entonces X ∩ Y es completamente

Ramsey.

(iv) Si X1, ..., Xn son completamente Ramsey entonces ∩n
i=1Xi es completamente Ram-

sey.

Demostración. (i) Dada [a,A] 6= ∅. Como X es completamente Ramsey nulo

existe B ∈ [a,A] tal que [a,B] ⊆ Xc.

Por otro lado, como Y es completamente Ramsey nulo, entonces existe B′ ∈ [a,B]

tal que [a,B′] ⊆ Y c.

Nótese que [a,B′] ⊆ [a,B], por lo tanto [a,B′] ⊆ Xc ∩ Y c = (X ∪ Y )c.

(ii) Aplicando inducción sobre (i) obtenemos este resultado.

(iii) Si X y Y son ambos Ramsey nulos el resultado se obtuvo en (i).

Supongamos que alguno de los dos no es Ramsey nulo, entonces, sin pérdida de

generalidad, supongamos que X no es Ramsey nulo.

Fijemos [a,A] 6= ∅. Como X es completamente Ramsey no Ramsey nulo existe

B ∈ [a, A] tal que [a,B] ⊆ X. Pero X ∈ X ∪ Y , luego [a,B] ⊆ X ∪ Y .

Observación 5.13. Nótese que no importa si Y es completamente Ramsey

nulo o no. En general, si X es completamente Ramsey no Ramsey nulo y Z un

subconjunto cualquiera, X ∪ Z es completamente Ramsey.

(iv) Se obtiene de (iii) por inducción.

¤

4. Lema de Galvin - Teorema de Nash-Williams

Definición 5.14. Sea A ∈ N[∞]; A<∞ = {Y ⊆ A : |Y | < ∞}. Una familia no vaćıa

F ⊆ A<∞ es una barrera en A si cumple lo siguiente:

1 Para todo a, b ∈ F se tiene que a 6@ b y b @ a (F es una anticadena en el orden @).

2 Para todo B ∈ A[∞] existe b ∈ F tal que b @ B.
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Teorema 5.15 (Lema de Galvin - Teorema de Nash-Williams). Sea F una familia de

subconjuntos finitos de N. Existe B ∈ N[∞] tal que ocurre una y sólo una de las siguientes

alternativas:

(1) F ∩ N[<∞] = ∅.
(2) F ∩ N[<∞] incluye una barrera.

Notación 5.16. F | B = F ∩ N[<∞]

Demostración. Para todo b ∈ N[<∞] y para todo A ∈ N[∞] definamos un juego de la

siguiente manera (forcing combinatorio):

(1) Decimos que A acepta a b si para todo B ∈ [b, A] existe f ∈ F tal que f @ B.

(2) Decimos que A rechaza a b si para todo B ∈ A[∞] se tiene que B no acepta a b.

(3) Decimos que A decide a B si lo acepta o lo rechaza.

Sub-Lema 5.17. (1’) Si A acepta (rechaza) a b entonces para todo B ∈ A[∞], B

también acepta (rechaza) a b.

(2’) Sea b ∈ N[<∞] y A ∈ N[∞] existe B ∈ A[∞] tal que B decide a b.

Demostración. (1’) Se sigue de que si B ∈ A[∞] entonces [b, B] ⊆ [b, A]

(2’) Supongamos que A no rechaza a b entonces existe B ∈ A[∞] tal que B acepta a b

(definición de rechazar), como B acepta a b entonces B decide a b.

¤

Sub-Lema 5.18. Si A rechaza a b entonces {n ∈ A : A acepta a, b ∪ {n}} es finito.

Demostración. Supongamos que B = {n ∈ A : A acepta a, b ∪ {n}} es infinito.

Nótese que B ∈ A[∞] por lo tanto B rechaza a b, sin embargo [b, B] ⊆ ∪n∈A[b ∪ {n}, A].

Tomemos C ∈ [b, B] entonces existe n ∈ A tal que C ∈ [b ∪ {n}, B]. Nótese que como A

acepta a b∪{n} entonces C tiene segmento inicial en F entonces B acepta a b.Contraciddción.

Por lo tanto B es finito. ¤

Sub-Lema 5.19. Existe B ∈ N[∞] tal que B decide a todos sus subconjuntos finitos, es

decir, para todo b ∈ B[<∞], B acepta a b o B rechaza a b.

Demostración. Apliquemos el sub-lema 5.17 iteradamente para hacer la siguiente con-

strucción:
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Sea Bo ⊆ N infinito tal que Bo decide a ∅, tomemos no = mı́n(Bo).

Sea B1 ⊆ B
[∞]
o tal que B1 decide a ∅ y {no}, tomemos n1 = mı́n(B1\no).

Sea B2 ⊆ B
[∞]
1 tal que B2 decide a ∅, {no}, {n1} y {no, n1}.

Supongamos definidos Bo ⊇ B1 ⊇ B2 ⊇ ... ⊇ Bk y no, ..., nk−1 de tal manera que Bk decide

a todo b ⊆ {no, ..., nk−1}.
Tomemos nk = mı́n(Bk\nk−1).

Sea Bk+1 ⊆ B
[∞]
k tal que Bk+1 decide a todo b ⊆ {no, ..., nk}. Tomamos nk+1 = mı́n(Bk+1\nk)

(...)

Sea B = {no, ..., nk, ...}. Veamos que B decide a todo b ∈ B[<∞].

Sea b ∈ B[<∞] y sea m el menor k tal que b ⊆ {no, ..., nk} entonces Bm+1 decide a b.

Nótese que [b, B] ⊆ [b, Bm+1], luego B decide a b. ¤

Sea B como en el sub-lema 5.19. Entonces B decide a ∅. Si B acepte a ∅ entonces vale

la parte (2) del lema: por definición de ”acepta”, todo elemento de B[∞] = [∅, B] tiene un

segmento inicial en F .

Supongamos entonces que B rechaza a ∅. Por el sub-lema 5.18, el conjunto {n ∈ B :

B acepta a, {n}} es finito entonces B′ = {n ∈ B : B rechaza a, {n}} ∈ B[∞].

Usando otra vez el sub-lema 5.17 iteradamente y procediendo como en la demostración del

sub-lema 3, contruimos B′ ⊇ B1 ⊇ B2 ⊇ ... y no < n1 < ... tal que ∀k, Bk rechaza a todo

b ⊆ {no, ..., nk−1}.
Tomemos nk = mı́n(Bk\nk−1).

Sea Bk+1 ⊆ B
[∞]
k tal que Bk+1 rechaza a todo b ⊆ {no, ..., nk}.

Sea A = {no, n1, ...} y sea b ∈ A[<∞]. Sea m el menor k tal que b ⊆ {no, ..., nk}, entonces

Bm+1 rechaza a b.Pero [b, A] ⊆ [b, Bm+1], luego A rechaza a todo b ∈ A[<∞].

Veamos que F ∩ A = ∅. Supongamos que b ∈ F ∩ A entonces todo elemento de [b, A] tiene

un segmento inicial en F pero esto contradice el hecho que A rechaza a b.

Esto demuestra el lema.

¤

Teorema 5.20. Todo abierto métrico de N[∞] es Ramsey.

Demostración. Sea X ⊂ N[∞] abierto m étrico, entonces, X = ∪s∈F [s], con F ∈ N[<∞].

Aplicando el lema anterior (lema 5.15) a F obtenemos A ∈ N[∞] tal que:
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(1) F ∩ A[<∞]∅, o bien

(2) Todo elemento de A[∞] tiene un segmento inicial en F .

Si vale 1, entonces A[∞] ∩X = ∅ y si vale 2 entonces A[∞] ⊂ X. ¤

Corolario 5.21. Todo boreliano métrico es Ramsey.

Demostración. La propiedad de Ramsey se preserva bajo complementación y uniones

numerables. Entonces el resultado se sigue del teorema anterior (teorema 5.20). ¤



CAṔıTULO 6

El Espacio de Hales-Jewett

Otro caso particular de los espacios Ramsey-Topológicos es el espacio de Hales-Jewett.

En este caṕıtulo sólo lo mencionaremos a modo de ejemplo ya que demostrar que es, en

efecto, un espacio Ramsey-Topológico se escapa del alcance de este trabajo, sin embargo, en

el próximo necesitaremos algunos conceptos sobre este espacio.

Sea L = ∪∞n=oLn un alfabeto dado, descompuesto en una cadena creciente de subconjuntos

finitos Ln y sea v una variable distinta de todos los śımbolos de L. Sea WL (o simplemente

W ) el conjunto de todas las palabras sobre L y sea WL(v) el conjunto de todas las palabras

variables sobre L, es decir, todas las hileras finitas de elementos de L ∪ {v} en las que v

ocurre por lo menos una vez. Si s = s[v] ∈ W (v) y a ∈ L ∪ {v} entonces, denotaremos

por s[a] al elemento de W o de W (v) (dependiendo si a 6= v o no) obtenido de reemplazar

en cada ocurrecia de v en s por a. Sea W
[∞]
Lv

es el conjunto de todas las sucesiones de

rápido crecimiento de palabras variables de la forma X = (xn),es decir, sucesiones tales

que |x| >
∑

i<n |xn| para todo n. Analogamente, definamos las sucesiones finitas de rápido

crecimiento:

rn : W
[∞]
Lv

→ W
[n]
Lv

, n < ω

siendo la restricción de las funciones las que nos dan las aproximaciones finitas.

Para X = (xn) ∈ W
[∞]
Lv

, sea:

[X]Lv = {xo[λo]
_..._xk[λk]

_... ∈ WLv | no < ... < nk, λi ∈ Lni
∪ {v}(i ≤ k)}

Este [X]Lv denota el subespacio combinatorio de WLv generado por X. Por el hecho de

que X es de rápido crecimiento concluimos que cada x ∈ [X]Lv el conjunto {no < ... < nk}
tal que:

x = xno [λo]
_..._xnk

[λk]

para cada elección de λ ∈ Lni
∪ {v}(i ≤ k) es unico y es llamado soporte de x en X el

cual denotaremos por suppX(x). Esto nos ayuda a definir un orden ≤ en W
[∞]
Lv

definido de

34
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la siguiente manera: X = (xn) ≤ Y = (yn) sii xn ∈ [Y ]Lv para todo n, y

suppY (xn) < suppY (xm)

siempre que n < m.

Entonces X ≤ Y sii X es una subsucesión de bloques de Y . El orden ≤ tiene una finiti-

zación natural en el conjunto W
[<∞]
Lv

de sucesiones finitas de rápido crecimiento: (xm)k−1
o ≤fin

(yn)l−1
o sii (xm)k−1

o es una subsucesión de (yn)l−1
o pero no una subsucesión de bloques de algún

(yn)l′−1
o para l′ < l (en efecto, tenemos ∅ ≤fin ∅). Se puede verificar que (W

[∞]
Lv

,≤, r) satisface

los 6 axiomas, y que W
[∞]
Lv

es un subconjunto cerrado de (W
[<∞]
Lv

)N, por lo que tenemos lo

siguiente:

Teorema 6.1. (W
[∞]
Lv

,≤, r) es un espacio Ramsey-Topológico.

Para una sucesión X = (xn) de palabras variables, el subespacio combinatorio inicial de

WL generado por X, denotado por 〈X〉L, es la colección de todos los t ∈ WL para los cuales

podemos encontrar un entero m y λn ∈ Ln ∪ {v} para cada n < m tal que:

(1) x = x0[λ0]
_...._xm[λm] es una palabra variable.

(2) t es igual a la restricción de x antes de la primera ocurrencia de la variable.

Lema 6.2 (Carlson-Simpson,Voigt). Para cada alfabeto finito L y una partición finita de

WL = ∪n
i=0Oi existe una sucesión X = (xn) de palabras variables sobre L tal que existe un

conjunto O tal que existe i tal que 〈X〉L está contenido en Oi o es disjunto de Oi.



CAṔıTULO 7

Espacio Ramsey de Subespacios Vectoriales

En este caṕıtulo vamos a verificar que el espacio de todas las matrices escalón reducidas

de tamaño N×N satisface los axiomas de los espacios Ramsey-topológicos.

Para ello, vamos a definir algunas propiedades del espacio de todas las matrices escalón

reducidas de orden N×N, el cual denotaremos por M∞.

Para A ∈M∞ y n ∈ N, consideremos el conjunto

pn(A) = min{j : An(j) 6= 0}

Sea p(A) = {pn(A) : n ∈ N}. Esta sucesión de (pn(A))n nos da una enumeración creciente

del conjunto infinito p(A). Esto nos da una noción de una sucesión (rn(A))n de aproxima-

ciones finitas de A:

r0(A) = ∅ y rn+1(A) = A|(n+1)×(pn(A)+1)

Definición 7.1. Sea AM∞ la colección de todas las aproximaciones finitas de elementos

de M∞.

Observación 7.2. M∞ es un subconjunto cerrado de AMN
∞.

Demostración. Cada matriz A la podemos identificar de manera única con una suce-

sión del tipo (rn(A))n (la sucesión de todas las aproximaciones finitas de A).

Veamos que el ĺımite de una sucesión de matrices de M∞ convergente (en AMN
∞) es una

matriz de M∞. Sea (A(m))m una sucesión en M∞ que converge (en AMN
∞). Supongamos

que (A(m))m converge a {ao, a1, a2, ...}.
Consideremos los siguientes conjuntos:

Sea U{ao} = {X ∈ AMN
∞| {ao} @ X}, entonces, por la convergencia de (A(m))m existe

No ∈ N tal que ∀ m ≥ No, A(m) ∈ U{ao}. Fijemos A(No) con ro(A(No)) = ao.

Sea U{ao, a1} = {X ∈ AMN
∞| {ao, a1} @ X}, entonces existe N1 > No,N1 ∈ N, tal

36
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que ∀ m ≥ N1, A(m) ∈ U{ao, a1}. Dejamos fijo A(N1) con ro(A(N1)) = ro(A(No)) = ao,

r1(A(N1)) = a1. Por la definición de las aproximaciones finitas de una matriz, sabemos que

ri+1() extiende a ri() por lo que se concluye que ao @ a1.

Supongamos definidos Nn−1 > ... > N1 > No. Sea U{ao, a1,...,an} = {X ∈ AMN
∞| {ao, a1, ..., an} @

X}, entonces existe Nn > Nn−1 ∈ N tal que ∀ m ≥ Nn, A(m) ∈ U{ao, a1,..., an}. Fijo A(Nn)

con rj(A(Ni)) = aj, ∀ i ∈ [j, n] ⊆ N y ∀ j ≤ n. Analogamente, como en la parte anterior,

se concluye que ao @ a1 @ ... @ an.

Sea B definida de la siguiente manera: ri(B) = ai. B es una matriz bien definida ya que por

la construcción tenemos que ao @ a1 @ ... @ an. El ĺımite de la sucesión (A(m))m es B puesto

que la subsucesión (A(Ni))Ni
converge a B. Con lo que queda demostrada la observación. ¤

1. M∞ como espacio Ramsey-Topológico

Recordemos que un espacio es Ramsey-Topológico si cada subconjunto de R con la

propiedad de Baire es Ramsey y cada conjunto magro es Ramsey nulo, en esta sección vamos

a demostrar que la tripleta (M∞,≤, r) es un espacio Ramsey-Topológico con la relación ≤
definida de la siguiente manera:

Para A,B ∈ M∞, definimos A ≤ B si cada fila de A corresponde al espacio generado (cer-

rado), que denotaremos por span lineal, span = {Bn : n ∈ N} en FN, viendo a FN como un

espacio vectorial y como un espacio topológico producto de dar a F la topoloǵıa discreta.

Es decir, A ≤ B si cada fila de A se escribe como combinación lineal de las filas de B.

Extendemos este casi-orden en el conjunto AM∞ de aproximaciones finitas en la forma más

natural: a ≤fin b si y sólo si a y b tienen el mismo número de columnas, ”n”, y cada fila de

a pertenece al subespacio F n generado por las filas de b.

Note que ≤fin es en efecto, una finitización de ≤.

Lema 7.3. (M∞,≤, r) satisface los siguientes axiomas:

A.1 ro(A) = ∅ para toda A ∈M∞.

A.2 A 6= B implica rn(A) 6= rn(B) para algún n.

A.3 rn(A) = rm(B) implica que n = m y rk(A) = rk(B), ∀ k < n.

A.4(1) Existe un casi-orden ≤fin en AM∞ tal que A ≤ B si y sólo si ∀ n ∃ m tal que

rn(A) ≤fin rm(B).
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A.4(2) Para todo b ∈ AM∞. El conjunto {a ∈ AM∞| a ≤fin b} es finito.

A.5(1) depthB(a) ≥ 0 implica [a,A] 6= ∅ para toda A ∈ [depthB(a), B].

A.5(2) A ≤ B y depthB(a) ≥ 0 implica que existe A′ ∈ [depthB(a), B] tal que [a,A′] ⊆
[a,A].

A.6 Si depthB(a) ≥ 0 y si O ⊆ AM|a|+1 entonces existe A ∈ [depthB(a), B] tal que

r|a|+1[a,A] ⊂ O o r|a|+1[a,A] ∩ O = ∅.

Demostración. A.1 ro(A) = ∅ para toda A ∈M∞.

Este axioma se satisface por la definición de las aproximaciones finitas.

A.2 A 6= B implica rn(A) 6= rn(B) para algún n.

Dadas A,B ∈ M∞ Si A 6= B entonces existe una fila en la que ellas difieren,

supongamos que es la fila i, luego, sea j la columna donde ellas son distintas, luego,

sea n tal que pn(A) > j. Aśı, rn(A) 6= rn(B).

A.3 rn(A) = rm(B) implica que n = m y rk(A) = rk(B), ∀ k < n.

Sean A, B ∈M∞ tales que rn(A) = rm(B), entonces, por definición de rn(.), n = m

ya que son matrices y por ser iguales entonces ellas tienen el mismo número de filas

y columnas, además, por la definición de igualdad entre matrices se obtiene que

rk(A) = rk(B), ∀ k < n.

A.4(1) Existe un casi-orden ≤fin en AM∞ tal que A ≤ B si y sólo si ∀ n∃ m tal que

rn(A) ≤fin rm(B).

Sean A,B ∈ M∞ tal que A ≤ B. Fijemos n, entonces, sea j = pn(A), como

A ≤ B existe m tal que pm(B) = j, además éste es único (por ser matrices escalón

reducidas), aśı rn(A) y rm(B) tendŕıan el mismo número de columnas (j). Además,

Ai ∈ span{Bn : 0 ≤ n ≤ m}, para todo i ≥ n. Con lo que rn(A) ≤ rm(B).

Rećıprocamente, para cada i fijo, la fila Ai es el ĺımite de combinaciones lineales de

filas de B ya que para todo n existe m tal que Ai |pn(A)+1∈ span{Bj : j ≤ m}, con

lo que ∀ i tenemos que Ai ∈ span{Bn : n ∈ N}.
A.4(2) Para todo b ∈ AM∞. El conjunto {a ∈ AM∞| a ≤fin b} es finito.

La matriz b está definida sobre un cuerpo finito, además tiene una cantidad finita

de filas por lo tanto, hay una cantidad finita de combinaciones lineales de las filas

de b, con lo que tendŕıamos que {a ∈ AM∞| a ≤fin b} es finito.

A.5(1) depthB(a) ≥ 0 implica [a,A] 6= ∅ para toda A ∈ [depthB(a), B].
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Sea l = depthB(a), entonces existen B′ ≤ B y n ∈ N tales que rn(B′) = a.

Fijemos tales B′ y n.

Sea A ∈ [l, B] y definamos a A′ de la siguiente manera:

– A′
i = B′

i, para 0 ≤ i ≤ n.

– A′
n+i = Al+i, con i > 0.

Luego, por la construcción de A′ tenemos que rn(A′) = a y A′ ≤ A, es decir,

A′ ∈ [a,A].

Previo a la demostración de la siguiente parte del axioma 5, veamos el siguiente

resultado:

Sub-Lema 7.4. Sean A,B ∈ M∞ tal que A ≤ B. Entonces, p (A) ⊆ p (B) y si

I = {i : pi (B) 6∈ p (A)} entonces para cada n̄ ∈ N existe un único n ∈ N y una

sucesión λi(i ∈ I\n) de elementos de F tal que

An̄ = Bn +
∑

i∈I\n
λiBi

Demostración. La representación

An̄ =
∑
i≥0

λiBi

existe y es única (se sigue de la definición). Note que si n = min{i : λi 6= 0} entonces

pn̄(A) = pn(B) y λn = 1. Además, si i > n y pi (B) ∈ p(A) implica que λi = 0 ya

que en caso contrario fallaŕıa el hecho de que A es escalón reducida. ¤

Observación 7.5. La conclusión del lema 7.4 también se satisface por la relación

a ≤fin b entre los miembros de AM∞.

A.5(2) A ≤ B y depthB(a) ≥ 0 implica que existe A′ ∈ [depthB(a), B] tal que [a,A′] ⊆
[a,A].

Sub-Lema 7.6. Supongamos que l = depthB(a) ≥ 0 y que A ∈ [a,B]. Entonces

existe A′ ∈ [l, B] tal que [a,A′] ⊆ [a,A].

Demostración. Si l = 0, entonces, tomando A′ = A se sigue el resultado.

Ahora, consideremos cuando l > 0. Construyamos a A′ por medio de sus filas de la

siguiente manera:
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– A′
i = Bi si i ≤ l.

– A′
i = Ai si i > l.

Es claro que A′ ∈ [a,B]. Veamos entonces que para cualquier C ∈ [a,A′] éste debe

estar en [a,A].

Sea C ∈ [a,A′] y sea I = {i| pi(A
′) 6∈ p(C)}. Entonces existe m ∈ N tal que

rm(C) = a. Además C ≤ A′, luego por el lema 7.4, tenemos que para cada n̄ ∈ N

existe un único n ∈ N y una sucesión γi(i ∈ J\n) tal que:

Cn̄ = A′
n +

∑

i∈I\n
γiA

′
i

Veamos los siguientes casos:

– Si n̄ ≤ m, entonces sólo fueron tomadas a lo sumo las primeras l filas de A′ para

construir a Cn̄. Pero las primeras l filas de A′ son las primeras l filas de B con

lo que tenemos que Cn̄ = B′
n +

∑
i∈I\n γiB

′
i. Por otro lado tenemos que a @ A

y A ≤ B, aśı, por ser representaciones únicas, tenemos que B′
n +

∑
i∈I\n γiB

′
i

corresponde a una fila de A, ∀ n̄ ≤ m con lo que tenemos que Cn̄ = An̄.

– Si n̄ > m, entonces n > l ya que en caso contrario tendŕıamos una contradicción

al hecho de que rm(A) = a, por lo que A′
n = An y A′

i = Ai,∀ i ∈ I\n. Con lo

que Cn̄ = An +
∑

I\n γiAi.

Con lo que queda completa la prueba. ¤

A.6 Si depthB(a) ≥ 0 y si O ⊆ AM|a|+1 entonces existe A ∈ [depthB(a), B] tal que

r|a|+1[a,A] ⊂ O o r|a|+1[a,A] ∩ O = ∅.

Sub-Lema 7.7. Sea [a,B] un abierto básico no vaćıo, l la longitud de a y O un

conjunto de aproximaciones de tamaño l+1. Entonces existe A ∈ [depthB(a), B] tal

que rl+1[a,A] ⊆ O o rl+1[a,A] ∩ O = ∅.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, asumamos que a = rl(B), es decir,

[a,B] = [l, B]. En caso de no coincidir a con rl(B) entonces, como [a,B] 6= ∅, luego

existe B′ ∈ [a,B] tal que [l, B′] = [a,B′] ⊆ [a,B].

Para demostrar este lema utilizaremos el resultado del lema de Carlson-Simpson,

Voigt mencionado en el caṕıtulo 6 (lema 6.2) aplicado al alfabeto L = F l.
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Una palabra w ∈ WL de longitud k la podemos ver como una matriz (wij)(l×k).

Para tal palabra podemos asociar una matriz ((l + 1) ×m), b = b(w), donde m =

pl+k(B) dada por:

bi = Bi|m+1 +
∑

j≤k

wijBl+j|m+1

para i < l, y

bl = Bl+k |m+1

Note que tal b(w) pertenece al conjunto de aproximaciones de tamaño l+1 de [l, B],

rl+1[l, B], es decir, b(w) = rl+1(A) para algún A ∈ [l, B]. En particular, si la matriz

A está definida de la siguiente manera:

– Ai = Bi +
∑

j<k wijBl+j, si i < l.

– Ai = Bi+k, si i ≥ l.

Este A satisface lo requerido. Rećıprocamente, cada rl+1(A) para A ∈ [l, B] tiene

la forma b(w) para algún w ∈ WL. El w es determinado por la conclusión del sub-

lema 7.4. La longitud de w será el entero k tal que pl(A) = pl+k(B). Entonces, por

el sub-lema 7.4 tenemos:

Ai = Bn +
∑

j∈I\n
λijBj

Como A ∈ [l, B] entonces, para i < l se tiene que n = i.

Tenemos,

Ai = Bi +
∑

j∈I\i
λijBj

Nótese que para i < l, se tiene que min{I\i} ≥ l. Aśı, j ∈ I\i implica que j ≥ l.

Por otro lado, tenemos que pl+k(B) = m por lo que ∀ j ∈ I\(l + k) Bj |m+1 es nula.

Entonces,
∑

j∈I\i
λijBj |m+1=

∑

j∈I\i∩[l,l+k)

λijBj |m+1

Definamos a w de la siguiente manera:

Para 0 ≤ i ≤ l y 0 ≤ j < k

(7.1) wij =





λi(j+l) si j + l ∈ I\i

0 si no
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De aqúı obtenemos que Ai |m+1= bi(w).

Aplicando el lema de Carlson-Simpson, Voigt al conjuntoO∗ = {w ∈ WL| b(w) ∈ O}
entonces existe X = (xn) sucesión infinita de palabras variables sobre L tal que 〈X〉L
está contenido en O∗ o es disjunto de él. Usemos (xn)n≥1 para definir A ∈ [l, B]. Sea

x una palabra multivariable infinita, x0[v0]
_...._xn[vn]_.... Sea λ ∈ L, si λ ocupa la

j-ésima posición de x denotemos por xij la i-ésima coordenada de la letra λ, λ ∈ L.

Sea J el conjunto de todas las posiciones de x ocupadas por alguna letra y para

n ∈ N, sea In el conjunto de posiciones de x ocupadas por la variable vn. Para i < l,

sea:

Ai = Bi +
∑
j∈J

xijBj+l

y para i ≥ 0

Ai+l =
∑
j∈Ii

Bl+j

Este A satisface la conclusión del lema por el hecho que cada b ∈ rl+1[l, A] es de

la forma b(w) para algún w ∈ 〈X〉L. Para ver la conclusión del sub-lema, tomemos

C ∈ [l, A] y sea b = rl+1(C). Sea m = pl(C), entonces m = pl+k̄(A) para algún

k̄ ≥ 0.

Note que pl+k̄(A) = pl+k(B) donde k = min(Ik̄). Por el lema 7.4 y por la construc-

ción anterior, tenemos que para todo i < l,

Ci = Ai +
∑
n≥0

λinAn

Cl = Al+k̄ +
∑
n≥0

µnAl+k̄+n

Se sigue que:

Ci = Bi +
∑
j∈J

xijBj+l +
∑
n≥0

λin(
∑
j∈In

Bl+j)

Cl = Bl+k +
∑

j∈Il\l+k

Bl+j +
∑
n≥0

µn(
∑
j∈In

Bl+j)

Restringiendo a m, entonces para n > k̄ se tiene que min(In) > k, esto se debe a

que In son las posiciones ocupadas por la variable vn, para n ≥ k hay por lo menos

k variables previas. Por lo tanto, para j ∈ In, con n > k̄ se tiene que Bl+j |m+1 es
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nula.

Además, si n < k y j ∈ In\k, entonces también Bl+j |m+1 es nula, aśı:

Ci |m+1= Bi |m +
∑

j∈J∩[0,k)

xijBj+l |m+1 +
∑

n<k

λin(
∑

j∈In∩[0,k)

Bl+j |m+1)

Cl |m+1= Bl+k |m+1

Luego, tenemos que (J ∩ [0, k))∩(∪n<kIn∩ [0, k)) = ∅, esto es consecuencia de que si

j ∈ J ∩ [0, k), entonces no puede estar en In∩ [0, k) ya que j representa la ocurrencia

de alguna letra y los In las ocurrencias de variables.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que [0, k) = (J ∩ [0, k)) ∪ (∪n<kIn ∩
[0, k)), en caso de no ocurrir esto, completamos la siguiente expresión con ceros.

Entonces, i < l:

Ci |m+1= Bi |m+1 +
∑

j<k

wijBl+j |m+1

Cl |m+1= Bl+k |m+1

Con w = (wij)l×k definida de la siguiente manera:

Para todo i < l y todo n < k̄, sea λn = (λin), λn determina un elemento en F l = L.

Sea w = x0[λ0]
_..._xk̄−1[λk̄−1]

_u donde u es el segmento inicial de xk̄ antes de la

primera ocurrencia de variable, en este caso vk̄. Entonces, w es segmento inicial de:

x0[λ0]
_..._xk̄−1[λk̄−1]

_xk̄[vk̄]
_...

Volviendo a las definiciones, obenemos que C|(l+1)×(m+1) = b(w).

Por el lema de Carlson, Simpson- Voigt, tenemos que 〈X〉L ⊆ O∗ o 〈X〉L ∩O∗ = ∅.
Veamos los casos posibles:

Si ocurre que 〈X〉L ⊆ O∗, entonces todo elemento de rl+1[l, A] tiene la forma de

b(w), para algún w ∈ 〈X〉L, por lo que b(w) ∈ O, ∀ b ∈ rl+1[l, A]. Por lo tanto,

rl+1[l, A] ⊆ O.

Si ocurre 〈X〉L ∩ O∗ = ∅, entonces ∀ w ∈ 〈X〉L, se tiene que b(w) 6∈ O, es decir,

∀ b ∈ rl+1[l, A], b 6∈ O. Luego, rl+1[l, A] ∩ O = ∅.
Esto completa la prueba.

¤

¤
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Teorema 7.8 (Teorema de Carlson). (M∞,≤, r) es un espacio Ramsey-topológico.

Demostración. Es inmediata del lema anterior y de la observación 7.2 en virtud del

teorema de Ellentuck (teorema 4.12). ¤

2. Aplicación

Para A ∈M∞, sea

V (A) = span{Ai| i ∈ N},
es decir, el espacio vectorial cerrado generado por las filas de A en el espacio FN dotado con

la topoloǵıa producto usual. Un argumento usual muestra que A 7→ V (A) es una biyección

entre M∞ y la colección de todos los subespacios cerrados infinitodimensionales de FN.

Además, por la definición de ≤ tenemos que A ≤ B si y sólo si V (A) ⊆ V (B).

Notación 7.9. Denotemos por V∞ a la colección de todos los subespacios cerrados in-

finitodimensionales de FN

Si dotamos a V∞(F ) con la topoloǵıa generada por los abiertos definidos de la siguiente

manera: V̂ ∈ V∞(F ) es un abierto si y sólo si V −1(V̂ ) es un abierto en M∞(F ), entonces se

verifica que A 7→ V (A) es un homeomorfismo entre M∞(F ) y V∞(F ).

Notación 7.10. Denotemos por V∞(F, V ) a la colección de todos los subespacios cerrados

infinitodimensional de V ⊆ FN.

Corolario 7.11. Sea X es un subconjunto anaĺıtico del espacio V∞(F ). Entonces existe

V ∈ V∞(F ) tal que V∞(F, V ) está contenida en X o es disjunta de X .

Demostración. Sea X subconjunto de V∞(F ) anaĺıtico. Sea f el homeomorfismo antes

mencionado entre V∞(F ) y M∞(F ).

Tenemos entonces que f−1(X ) es también anaĺıtico. Por lo que f−1(X ) es Ramsey, luego

∀ [a, A] ⊆M∞ ∃ B ∈ [deptha(A), B] tal que [a,B] ⊆ f−1(X ) o [a,B] ∩ f−1(X ) = ∅.
Fijemos [0, A] ∈ M∞(F ), entonces existe B ∈ [0, A] tal que [0, B] ⊆ f−1(X ) o [0, B] ∩
f−1(X ) = ∅.
Tomemos V = f(B), entonces V∞(F, V ) = {f(C) ∈ V∞| C ∈ [0, B]}.
Supongamos que ocurre [0, B] ⊆ f−1(X ). Sea V̂ ∈ V∞(F, V ), entonces V̂ = f(C) para algún



2. APLICACIÓN 45

C ∈ [0, B]. Luego, C ∈ f−1(X ), aśı, V̂ ∈ X . Por lo tanto, V∞(V ) ⊆ X .

Supongamos ahora que ocurre la otra parte, es decir, [0, B]∩f−1(X ) = ∅. Sea V̂ ∈ V∞(F, V ),

entonces V̂ = f(C) para algún C ∈ [0, B]. Como [0, B] ∩ f−1(X ) = ∅ entonces C 6∈ f−1(X ).

Luego, V̂ 6∈ X . Obteniendo aśı que V∞(V ) ∩ X = ∅.

¤
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