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Introducciéon

Este trabajo centra su atencién en el estudio de la cooperacién que pueda existir entre

el Andlisis Envolvente de Datos (AED) y el Analisis de Componentes Principales (ACP).

En situaciones de la vida real, existen entidades productoras o unidades de produccién o
de servicio, llamadas Unidades de Toma de Decisién (UTD) tales como empresas, universi-
dades, hospitales, industrias, personas, ciudades, paises, etc., cada una de las cuales usan un
conjunto de recursos (entradas) para generar un conjunto de resultados (salidas). Se consi-
derara que todas las UTD a analizar, transforman el mismo tipo de entradas en salidas de
la misma naturaleza, aunque por supuesto varia, de una UTD a otra, la cantidad utilizada
de cada tipo de entrada y la cantidad en que se transforma para cada salida. Este conjunto

de UTD forma un Conjunto de Referencia.

Resulta conveniente medir la eficiencia de las UTD, es decir, analizar cémo conocer el
desempeno global de las UTD a través de sus entradas y salidas. Para ello, seria deseable
poder resumir cada conjunto de entradas y salidas en una medida. A tal fin se adopta como
medida de la eficiencia el cociente de la suma ponderada de salidas sobre la suma ponderada
de entradas. Para obtener esta medida tinica, es necesario obtener pesos o ponderaciones que

hagan sumables las entradas y salidas entre si.

Existen varias formas posibles de determinar estos pesos o ponderaciones, entre las que
se encuentran: Andlisis de regresion, para lo cual se hace necesario postular una estructura
matemadtica para la relacién entre las entradas y salidas (técnicas paramétricas); Métodos
de estadistica multivariada: Anélisis de Correlaciones, Analisis Discriminante y Anélisis de

Componentes Principales; Modelos de programacién matemética, como el Analisis Envol-

vente de Datos (AED).
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La metodologia de la programacion matematica AED, es un método no paramétrico de
optimizacién de funciones lineales, para medir la eficiencia relativa de las UTD. El AED
proporciona una unica medida para cada UTD en términos de la utilizacién de las entradas

para generar las salidas deseadas.

El Andlisis de Componentes Principales (ACP) es una técnica de reduccién de dimen-
sion, que se usa cuando se toman muchas variables, pues en la mayoria de los casos dichas
variables estan relacionadas y conviene reducir el niimero de éstas, identificando un conjunto
pequeno de variables que explique una porcion grande de la varianza total de las variables

originales. EIl ACP es también un método de ordenamiento en el analisis multidimensional.

Teniendo en cuenta estas caracteristicas del AED y del ACP, el objetivo de este trabajo
es aplicar AED y ACP a un caso real, con la finalidad de verificar, la consistencia de los re-
sultados obtenidos por ambas metodologias y proponer posteriormente un método integrado

que tome lo mejor de cada una.

En la situacién que estudiaremos se clasificaran las UTD para asi refinar las politicas
medioambientales relacionadas a la incidencia del melanoma, ya que en algunos paises como
Nueva Zelanda, Australia y los de Europa del Norte, donde las muertes debidas al cancer
de melanoma eran raras, tienen ahora mayor indice de mortalidad por este cancer, siendo
el cuarto tipo de cdncer mas comun [11]. La idea es encontrar una politica medioambiental
universal apropiada para proteger la capa de ozono y proponer medicinas para reducir la
absorcion de rayos ultravioletas A y B. Estas politicas se apuntan a reducir la tasa de
mortalidad de melanoma y por lo tanto, aumentar la tasa de supervivencia del cancer de

piel o melanoma.

Este Trabajo esta organizado de la siguiente forma: el Capitulo 1 presenta el Anélisis En-
volvente de Datos (AED) y la descripcién del modelo BCC utilizado, propuesto por Banker,
Charnes y Cooper; El Capitulo 2 desarrolla el método estadistico multivariado: Analisis de
Componentes Principales (ACP) para medir el desempeno global de las UTD y buscar las

relaciones entre las variables de entradas y salidas; En el Capitulo 3 se comparan los dos
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procedimientos (AED y ACP) y se propone un método de integracién AED-ACP; el Capitulo
4 presenta la aplicacion del AED, el ACP y del método AED-ACP y su respectivo andli-

sis de resultados; el iltimo Capitulo presenta las conclusiones y recomendaciones del trabajo.



CAP{TULO 1

Andlisis Envolvente de Datos(AED)

1. Introduccién

En este primer capitulo se aborda lo relacionado al Analisis Envolvente de Datos (AED),

sus origenes, fundamentos, modelos, ventajas y desventajas.

El Anélisis Envolvente de Datos (AED) es una técnica de medicién de la eficiencia de

unidades productivas (UTD) basada en la programacién lineal o programacién matematica.

En el AED la organizacion o ente a estudiar se denomina Unidad de Toma de Decisiones
(UTD). Genéricamente una UTD es considerada como la entidad responsable de convertir las
entradas en salidas y cuyas actuaciones han de ser evaluadas. En las aplicaciones de gestion,
UTD pueden incluir bancos, departamentos, tiendas y supermercados, y se extienden a los
fabricantes de automéviles, hospitales, escuelas, bibliotecas piblicas, etc. En ingenieria, las
UTD puede adoptar la forma de aviones o de sus componentes como los motores a reaccién.
A los efectos de asegurar la comparacion relativa, un grupo de las UTD se utiliza para evaluar

con cada UTD teniendo un cierto grado de libertad de gestion en la toma de decisiones.

2. Origenes

Si bien no es extrano encontrar autores como Seiford [15] que afirman que el modelo
del AED fue desarrollado por primera vez en el ano 1978 por Charnes, Cooper y Rhodes
[7]; existen otros como Charnes [4], que afirman que el origen de esta técnica es debido a
Rhodes, quien, en 1978 la aplicé en su tesis doctoral dirigida por W.W. Cooper en el anéli-
sis de eficiencia del programa de educacion Follow-Through de las escuelas publicas de los

Estados Unidos.
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Fundamentalmente, este método sigue los conceptos basicos de eficiencia y su medicién
propuestos por Farrell en 1957, quien define la eficiencia como producir lo méaximo posible a
partir de unos recursos (entradas) dados. No obstante, junto con este autor, hubo otros que
proporcionaron los fundamentos necesarios para que el AED pudiera surgir y fuese utilizado,

como Charnes y Cooper [5], Aigner y Chu [3] y Afriat [2].

En 1968, Aigner y Chu trataron de continuar el trabajo pionero de Farrell. Tras distinguir
entre diversos conceptos de funcién de produccién que hacian complicado su entendimiento,
se dedicaron a completar el trabajo de Farrell en aquellos aspectos en los que este autor
no logré ser lo suficientemente genérico (por ejemplo, en la estimacién de la frontera efi-
ciente, formada por el conjunto de unidades eficientes) utilizando métodos de programacién
matematica (Aigner y Chu [3]). Sin embargo, cabe mencionar que aunque estos autores
perseguian una generalizacion del método de Farrell, introdujeron también un elemento res-
trictivo al considerar relaciones funcionales predeterminadas entre las entradas y las salidas,
ya que una de las caracteristicas que hacian amplia a la idea de Farrell era la no necesidad
de considerar previamente una forma especifica de funcién de produccién (funcién que rela-
ciona las entradas con las salidas). Ademds, un problema adicional con su procedimiento es
que los test habituales de significatividad de las estimaciones se basaban en supuestos muy

restrictivos acerca de las perturbaciones (Dunlop [9]).

Un enfoque diferente fué el que realizé Afriat en 1972 al desarrollar un método de analisis
de la produccién que, en la filosofia de Farrell, evitaba la consideracion de especificaciones
concretas de la funcién de produccién y al mismo tiempo, convertia al método de Farrell en
un caso particular (Afriat [2]). De todos modos, este autor basé su andlisis en considera-
ciones especificas acerca de determinadas propiedades (no decrecimiento, concavidad, etc.)

que deben tener las funciones de produccion.

En definitiva todos los precedentes comentados generarian un método que compara entre
si UTD homogéneas respecto a entradas y salidas, dando asi una medida de la eficiencia
relativa. La eficiencia relativa de cada UTD es calculada computando la razén definida por

el cociente entre la suma ponderada de las salidas y la suma ponderada de las entradas,
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siendo los pesos calculados en funcion de criterios paretianos y considerando que la eficiencia
de ninguna entidad puede superar la unidad (Charnes [4]). El Criterio o Eficiencia de Pareto
considera que: “en todo sistema de asignacién de recursos existe un punto éptimo en el cual

ninguna entidad puede mejorar sin que otra empeore”.

3. Fundamentos

Una vez expuestos sus origenes, se continuara con sus fundamentos. Para ello, primero se
procedera a exponer una serie de conceptos relacionados con la filosofia del modelo y después

se comentaran los detalles del mismo.

El AED es una técnica de medicion de la eficiencia basada en la obtencién de una fron-
tera de eficiencia a partir del conjunto de observaciones que se considere sin la estimacién de
ninguna funcién de produccién, es decir, sin necesidad de conocer ninguna forma de relacién
funcional entre las entradas y las salidas. Es definitivamente una alternativa para extraer
informacion de observaciones frente a los métodos paramétricos cuyo objetivo es la obten-
cién de un hiperplano que se ajuste lo mejor posible al conjunto de observaciones. El AED,
por el contrario, trata de optimizar la medida de eficiencia de cada unidad analizada para
crear asi una frontera eficiente basada en el criterio de Pareto (Charnes [4]). De este modo,
primero se construye la frontera de producciéon empirica y después se evalia la eficiencia de
cada unidad observada que no pertenezca a la frontera de eficiencia. Asi, ademas de no ser un
método paramétrico (por no presuponer la existencia de una funcién que relacione entradas
con salidas) tampoco es estadistico puesto que no asume que la eficiencia no captada siga

algin tipo de distribucion probabilistica.

De cara al proceso de evaluacion, se considera que una unidad productiva es eficiente y
por tanto, que pertenece a la frontera de produccién, cuando produce mas de alguna salida
sin generar menos del resto y sin consumir mas recursos o entradas, o bien, cuando utilizando

menos de alguna entrada, y no més del resto, genere los mismos productos (salidas).

Lo anterior explicaria el tipo de elementos que componen la frontera eficiente, pero deja

sin aclarar como evaluar las UTD que no formen parte de ella. La idea es comparar cada
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unidad no eficiente con aquélla que lo sea y a la vez, tenga una técnica de produccion similar;

es decir, que utilice entradas similares para producir salidas parecidas.

No necesariamente debe ocurrir que esa entidad, eficiente y homogénea técnicamente con
la evaluada, deba tener su reflejo en la realidad. Puede ocurrir (de hecho es lo usual) que
la unidad con la que se compare la entidad en evaluacién no sea real sino una combinacion
lineal de otras existentes. El conjunto de unidades reales eficientes combinadas para gene-
rar otra unidad eficiente, pero ficticia, se denomina grupo o Conjunto de Referencia y su
identificacién permite planificar las mejoras de las UTD ineficientes sobre la base de niveles

efectivamente alcanzados.

En cualquier caso, para medir la eficiencia de una unidad hay dos opciones. La primera,
comprobar la cantidad de entradas utilizadas para obtener las mismas salidas (orientacién
a la entrada) y la segunda, lograr el maximo nimero de salidas manteniendo las entradas
(orientacién a la salida). Escoger una via u otra debe depender de las caracteristicas concre-

tas del problema a analizar.

A continuacién se expone el modelo de Andlisis Envolvente de Datos con el cual se

trabajara. Para detalles en relacién a la Programacion Lineal (PL) ver Apéndice 1.

4. Modelo Basico

La esencia del AED es la siguiente: Sea 6; € [0, 1] la eficiencia operacional o medida de la
eficiencia de la i-ésima UTD. La eficiencia operacional es el cociente de la suma ponderada
de las salidas sobre la suma ponderada de las entradas. Los datos de entrada y salida se
introducen en la estructura de Programacién Lineal (PL) como en (1). Ambas variables de

datos, entradas y salidas, se suponen deterministas en el AED. Con:

Yin 0 Yin

Ym1i  Ymn



4. MODELO BASICO 8

11 - Tin

18
—

S

-

18

v

|

S
~—

Il

Tkl Ykn
denotando las matrices de m salidas y k entradas, respectivamente, de las n UTD, sus efi-

ciencias operacionales 0 = (6,65, - ,0,) con 6; € [0, 1], se obtienen encontrando la solucién

6ptima en PL del Problema Primal (PP):

Maximizar: 6;

(11... )N =1,
sujeto a:
yN >0y,
\ A Z O?
donde A = (A1, Ag, ..., \,) denota los pesos éptimos a ser escogidos de los datos de entrada-

salida y A" denota su traspuesto. El Modelo de AED utilizado en (1) es el propuesto por
Banker, Charnes y Cooper (Modelo BCC). El proceso para encontrar la solucién éptima de

(1) se transforma empleando el Dual de (1), que es el siguiente:

Minimizar: z = vz, — v
%i - 1’
sujeto a: ¢ uy 4+ v,(11...1) < vz, (2)
v>0,u>0, |y >0,
donde u,v,z y v; son llamados pesos de salida, pesos de entrada, un valor escalar y una

constante arbitraria asociada con (11...1)) = 1, respectivamente. La solucién éptima debe

satisfacer simultdneamente a (1) y a (2). Los valores:

s = z;—zA" >0
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son los vectores de excesos de entradas en R™ y deficit de salidas en R* donde el x indica el
valor 6ptimo. Cuando el score 6; es uno, la i-ésima UTD es considerada eficiente, por otra
parte, cuando el score 0; < 1, la i-ésima UTD es ineficaz. El conjunto de referencia para cada

unidad ineficaz puede identificarse con un valor.

El proceso de formular la PL y encontrar una solucion 6ptima debe ser repetido para
cada una de las UTD. En realidad, no hay dificultades a nivel computacional para realizar

este proceso, solo se deben modificar las instrucciones adecuadamente.

Por ultimo, cabria realizar una breve exposicion de las ventajas e inconvenientes que

posee la aplicacién de la técnica AED.

5. Ventajas y Desventajas del AED

El AED presenta una serie de caracteristicas en su metodologia que la han convertido en
una técnica muy utilizada. Charnes, Cooper, Lewin y Seiford [6] destacan las siguientes tres

caracteristicas como ventajas:

(1) Caracteriza cada una de las Unidades mediante una unica puntuacion de eficiencia
(relativa).

(2) Al proyectar cada Unidad ineficiente sobre la frontera eficiente destaca areas de
mejora para cada una de las Unidades.

(3) La no consideracién por el AED de la aproximacién alternativa e indirecta de es-
pecificar modelos estadisticos y hacer inferencias basadas en el andlisis de residuos

y coeficientes de los parametros.

Ademas de las tres caracteristicas anteriores, Charnes, Cooper, Lewin y Seiford [6] apor-
tan otras peculiaridades sobre el AED como por ejemplo, la posibilidad de ajustarse a varia-
bles exdgenas, es decir, variables que estan fuera del modelo utilizado; e incorporar variables

categdricas o cualitativas, por ejemplo: nombres.



5. VENTAJAS Y DESVENTAJAS DEL AED 10

Otro aspecto resaltante del AED es su capacidad de manejar situaciones con multiples
entradas y salidas expresados en distintas unidades de medidas. Ademads el AED es una
técnica no paramétrica, y por lo tanto, no supone ninguna forma funcional de relacién entre

las entradas y salidas, ni supone una distribucién de la ineficiencia.

Continuando con las limitaciones o desventajas que presenta la técnica del AED, una de
las mayores criticas recibidas es que se trata de una aproximacion determinista y no tiene
en cuenta influencias sobre el proceso productivo de caracter aleatorio, ni la incertidum-
bre (errores de medida o introduccién incorrecta de datos). Asi la precision de los resultados

alcanzados dependera de la exactitud de las medidas de las Entradas y las Salidas consideras.

Ademas el AED es sensible a la existencia de observaciones extremas y toda desviacion
respecto de la frontera es tomada como ineficiente, lo que puede llevar a una sobreestimacion

de la misma.



CAP{TULO 2

Anilisis de Componentes Principales (ACP)

1. Introduccién

En este capitulo se presentan la metodologia, ventajas y desventajas del método estadisti-

co ACP.

El Anélisis de Componentes Principales (ACP) es una técnica utilizada para la reduccién
de la dimensionalidad de un conjunto de datos. La idea del ACP es estudiar las relaciones
entre un gran nimero de variables y explicar dichas variables en términos de un grupo menor
de variables con una pérdida minima de informacién. Estas “nuevas”variables se denominan
Componentes Principales (CP), las mismas no estdn correlacionadas y en caso de que sigan

una distribucion normal multivariante, seran ademas independientes.

2. Metodologia del ACP

El ACP construye una transformacién lineal que escoge un nuevo sistema de coordenadas
para el conjunto original de datos en el cual la varianza de mayor tamano del conjunto de
datos es capturada en el primer eje (llamado la Primera Componente Principal), la segunda
varianza mas grande es el segundo eje, y asi sucesivamente. Para construir esta transfor-
macion lineal debe construirse primero la matriz de covarianza o matriz de coeficientes de
correlacion. Debido a la simetria de esta matriz existe una base completa de vectores propios
de la misma. La transformacion que lleva de las antiguas coordenadas a las coordenadas de
la nueva base es precisamente la transformacién lineal necesaria para reducir la dimensiona-
lidad de los datos. Ademas las coordenadas en la nueva base dan la composicién en factores

subyacentes de los datos iniciales.

11
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El ACP transforma p observaciones correlacionadas en ¢ < p scores de componentes

principales. La mecéanica del ACP puede resumirse de la siguiente manera:

Sea D; = (D1, Doy, ..., Dy;) el vector que denota las p observaciones de variables de

datos, tanto de entrada como de salida, para la i-éstma UTD, siendo p > 1 la dimension

coni=1,2,...,n. Note que D = (D}, D5,...,D!) es una matriz de p filas y n columnas,
donde D) es la traspuesta de D, para cadai = 1,2,...,n. Cada vector D, de p observaciones
se supone con distribucién Gaussiana N,(u, ¥) de dimensién p, donde p' = (pu1, pio, - - - , i)

denota el vector de la media y

var(Dy) cov(Dy,Dy) -+ cov(Dy,D,)
cov(Dy, Dy)  war(Dy) -+ cov(Dsq, D))
cov(Dy, Dy) cov(D,, Dy) - -- var(D,)

denota una matriz de covarianza simétrica y positiva definida. Ademaés la probabilidad maxi-
ma estimada de la media, varianza y parametros de covarianza son: la media, la varianza y

la covarianza muestrales, denotadas por:

]
I

(D1, Dy, ..., D,),

Sjj = Z(Dji —D;)?/(n—1),
S = Z(Dji — D;)(Dy; — Dy)/(n—1),j #1,

Dy = Y Djln,
=1

J = 12 ....p.

S
|

Debido a que la matriz de covarianza es positiva definida, existe una matriz ortonormal
C=(C,,C,,...,C,) formada por ¢ autovectores, cada uno con n filas, que cumple C'C' = I,
que es una matriz unitaria, es decir, una matriz con 1 en la diagonal y 0 en las posiciones
fuera de la diagonal. Debido a las bases ortonormales, el ¢ autovector (vector propio) puede

colocarse de manera que una version ordenada de ellos pueda crearse. Las versiones ordenadas
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se llaman Componentes Principales (CP). Es decir,
Q; = (Cib CZQ, Ce 7Cip)2,
es el vector de la [-ésima Componente Principal tal que:

UGT(@;) = Y,

0 AEN
cov(CP;,CP) = 7 ,

v st j =1

I = 1,2,...,q.

donde v(11) > v(22) = ... V(e = 0 son las dispersiones ordenadas de la CP ¢q. Note que los

scores de la CP son diferentes de los autovectores.

Las C'P no sélo son no correlacionas sino que también son independientes si las variables
de los datos siguen una distribucién Gaussiana multivariante. En otras palabras,cuando las
variables de los datos no tienen distribucion Gaussiana, las ¢ C'P serian no correlacionadas,
pero no necesariamente independiente. Note que la CP; tiene la dispersién mds grande, la
segunda CP, C'P, tiene la segunda dispersion mds grande, y asi sucesivamente. Solo un sig-
nificante y 6ptimo ¢x nimero de C'P seran consideradas para la extensa discusiéon basada
en el porcentaje deseado de variaciones explicado. En otras palabras, el primer nimero ¢x
significante de Componentes Principales captura un deseable 100 23:1 vji/ Z?Zl v(jj) por-

centaje de la dispersion total que existié en los datos originales.

Las ¢* Componentes Principales son estocasticamente independientes unas a otras, es
decir, independientes en el sentido aleatorio o probabilistico (C'P; y C'P; son independien-
tes para ¢ # j) con una suposicién de que la distribucién subyacente es una Gaussiana
multivariante de dimensién ¢*. Estos scores de Componentes Principales podrian usarse, en
un sentido 6ptimo, en lugar de todas las observaciones originales de las variables de datos
para clasificar las UTD. Esta practica ofreceria algunas ventajas y unas desventajas. Una
desventaja es que el ACP no debe realizarse con una mezcla de variables de datos de entra-

da y datos de salida. Una ventaja es que los valores extremos entre UTD se puede identificar.
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Sin embargo, el método del ACP ofrece una oportunidad de identificar cualquier influencia
extraordinaria en las UTD. Note que un score de la Componente Principal C'F, ;, sigue una
distribucién Gaussiana con alguna media desconocida yu y varianza o?. Por consiguiente, la
suma de los scores Z?zl CP, ; sigue una distribucién Gaussiana con media nu, y dispersion
no?. Con la condicién dada sobre la suma Z?Zl CP,j =t,elscore CP,; sigue una distribucién
Gaussiana con funcién de densidad de probabilidad:
f@|p, o) f(t — |[n — Vg, [n —1]o7)

f(t|n:ul7 nalz)

pct (Ul[l — n—l] 2/271'.)_1 exp_[””_ﬂlP/?[l—”fl]U?

f(fU|ZCB,j)

En consecuencia, la media condicional es u y la varianza condicional es [1 — n~!]o?. Sus

estimaciones de probabilidad maximas son:
n
i = Y CPhy/n
j=1

&> = (n—-1)"") (CP,;— )

i=1
Se puede estandarizar los scores de las Componentes Principales como sigue:

CP; — [u
(1 —n"1a

<l,j

Si el score z;; cae fuera del intervalo (—z, /25 Za /2), entonces la j-éstma UTD se considera

inusualmente influenciada por la [-ésima Componente Principal.

3. Ventajas e Inconvenientes del ACP

Una de las principales ventajas del ACP es que permite capturar facilmente las primeras
variables importantes y luego el siguiente conjunto importante de variables de datos, y
asi sucesiva y jerarquicamente. Esto es porque la primera componente principal es la mejor
combinacion lineal que captura la maxima cantidad de dispersién de los datos. Los coefi-
cientes de la primera C'P revelan la primera colecciéon de mejores variables de datos “influen-
ciadas”. Entonces, la segunda coleccion de préximos “mejores” variables de datos influencia-
das se identifica en la segunda CP, y asi sucesivamente. De esta manera, las variables son

racimos basados en su importancia. Las variables en racimo son visibles en la grafica de los
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primeros y segundos scores de las Componentes Principales.

Dentro de cada una de las ¢x Componentes Principales, pueden calcularse una media
condicional esperada y varianza de un score para una suma dada de los scores en esa CP.
Los scores se estandarizan a z valores usando la media y varianza condicionales. Cuando un
z valor cae fuera de un rango normal (—2q/2, 2a/2) para un a € (0,1) seleccionado, la perti-
nente UTD se afirma que tiene una alta influencia. Este rasgo de identificar la alta influencia

de la unidad es un conocimiento extra.

Con datos complejos y grandes, la comprension de la informacion se hace mas dificil.
He aqui la importancia de las gréficas, ya que explican mas que mil palabras. El primer y
segundo score de C'P para cada UTD puede utilizarse para hacer una grafica. Esta grafica
bidimensional muestra la configuracién de los racimos de las UTD. Las cercanias entre los

racimos de las UTD puede ser interpretadas facilmente por el ACP.



CAPITULO 3

Comparacion e Integraciéon del AED y el ACP

1. Introduccién

Luego ver las caracteristicas particulares, ventajas y desventajas del AED y ACP, en este
tercer capitulo se compararan ambos métodos para observar sus semejanzas y diferencias,
posteriormente integrarlos para obtener un método que supere las debilidades de cada uno

de estos.

2. Similitudes y Diferencias

Al comparar el AED y ACP encontramos algunas similitudes y otras diferencias, entre

las cuales se pueden destacar las presentadas por Shanmugam, R. y Johnson C.[14]:

e En el ACP las unidades (UTD) son seleccionadas aleatoriamente y se suponen es-
tocasticas, de hecho, distribuidas como variables aleatorias Gaussianas. Ademaés, en
el ACP, las unidades representan a otras unidades no seleccionadas de la poblacién.
A diferencia de esto, en el AED las UTD no son seleccionadas aleatoriamente, no

tienen que ser estocastica y constituyen la totalidad de las unidades.

e El AED requiere que se distingan las variables de Entrada de las variables de Salida,

requisito este que no es necesario para el ACP.

e Con respecto a las Correlaciones entre las Variables (de Entrada-Salida), éstas son
basicas para el ACP, sin ellas no tendria sentido realizarlo. Las CP, por supuesto,

no estan correlacionadas. Las correlaciones son irrelevantes para el AED.

e El ACP es una técnica empleada generalmente para disminuir la complejidad de los
datos multivariantes, puesto que reduce la dimensionalidad. E1 AED, en cambio no

reduce la dimension de los datos, por lo que se pensaria que cuando los datos son

16
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demasiado grandes, el AED no resultara suficientemente rapido debido a la enorme
cantidad de computos. Pero, actualmente existen software de AED que resuelven

un conjunto grande de datos en un tiempo razonable.

e El AED relaciona los datos de entrada y los de salida para clasificar éptimamente la
eficiencia operacional de las UTD. El ACP no clasifica las UTD de la misma manera
como lo hace el AED. Sin embargo, pueden extenderse los conceptos del ACP para

clasificar las UTD como se verd més adelante.

e Una similitud y ventaja de ambos métodos es que, tanto en el AED como en el ACP,

las variables de los datos pueden ser negativas, cero, o positivas.

Luego de estudiar las diferencias y similitudes ente el AED y el ACP, se pasard a describir
un método de integracion (AED-ACP) para superar las dificultades y mejorar las fortalezas

de cada uno.

3. Método AED y ACP Integrados

Dependiendo de la orientacion hacia la programaciéon matematica o pensamiento es-
tadistico, las personas emplean el AED o ACP, respectivamente. La mayoria de los libros y
documentos de AED no menciona ACP, y viceversa. Incluso uno de los libros méas impor-
tantes de AED Cooper-Seiford-Tone [8] s6lo menciona el ACP una vez en una ilustracién

del caso.

AED y ACP tienen, como se vio en la parte anterior, fortalezas y debilidades en si mismos.
El ACP proporciona una conveniente reduccién de los datos pero exige que los datos deben
tener una distribucion Gaussiana. Al contrario, el AED es mas bien un procedimiento lento
ya que requiere de un andlisis separado para clasificar cada UTD, pues el proceso de formular
la PL y encontrar su soluciéon 6ptima debe ser repetido para cada una de las UTD. Varios
software de AED (incluso uno en [8]) hacen los cémputos autométicamente y proporcionan
extensas y excelentes salidas en menos de un fragmento de un minuto. Una pregunta natural

para hacerse es: jpor qué no combinar ambas técnicas para obtener lo mejor de ambas?.
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Si la respuesta es afirmativa, entonces jcémo la integraciéon debe funcionar para lograr una

técnica superior?. En esta parte se intentara responder estas preguntas.

El método de integracién que se vera es el propuesto en 2007 por Shanmugam y Johnson
[14]. Otros autores han intentado realizar integraciones de ese tipo como Adler y Golany [1]
quienes intentaron aplicar AED y ACP para evaluar las aerolineas liberalizadas; Zhu [16] y
Premachandra [13] aplicaron una integracién para evaluar el rendimiento econémico de las
ciudades chinas. Desafortunadamente, algunas fallas serias existen en sus planteamientos,

los cuales se senalan a continuacién.

Como se mencioné anteriormente, el ACP exige que las variables de datos sigan una
distribucion Gaussiana multivariada. Si es asi, entonces cada uno de los datos de entrada,
asi como los datos de salida deben ser variables Gaussianas. Por lo tanto, dividiendo una
variable aleatoria Gaussiana por otra variable aleatoria Gaussiana, como se hace en Zhu y
Premachandra, haria que la razon entre las variables aleatorias Gaussianas tuviese disribu-
ciéon Cauchy, mas no Gaussiana. El ACP ya no es apropiado para esta relacion de datos
pues el requisito necesario de distribucién de Gauss es violado. Para empeorar las cosas, ni

la media ni la varianza existe para una variable aleatoria con distribucién Cauchy.

Veamos a continuacion como al dividir dos variables aleatorias Gaussianas obtenemos
una variable con distribucién de Cauchy. Tenemos dos variables con distribuciéon Gaussiana
X e Y, calcularemos la funcién de distribucién de X/Y y luego su funcién de densidad para

observar que en efecto corresponde a la densidad de una variable Cauchy.

Sean X | Y ~N(0,1), entonces:

Fe(t) = P(=<t)

S

= PX<tY)Y >0)+P(X >tY,Y <0)

8

oo

= [ e @t ) + Ly (01 0170 0y

—o0
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= [ s [ 1] s

[e'e]

— / O(ty) f(y)dy + / [1—@(ty)]f(y)dy

0 oo

oo

i) = 2 ow)iwi

Luego la densidad de X/Y es:
) = P

[e'e)

Fu(t) = 2 / yf(ty) f(y)dy
0
: /Oo L (1422)
= 22— yexp 2 dy

V1422
S

_L dz
= 2
V1 +t2/ V1412
- 1
(1 +t2)

Por lo tanto, la variable aleatoria X/Y, con X e Y ~ N(0,1), tiene distribucién de

Cauchy.

Shanmugam y Johnson [14] proponen un método de integracién que evita caer en el

problema de la distribucién Cauchy.

La idea principal de la integracién del AED y ACP consiste en aplicar primero el ACP
para la reduccién de datos en g < p scores de componentes principales de entrada y de salida
separadamente. De acuerdo con el a € (0, 1) escogido, de manera éptima un gx nimero de
importantes componentes principales son elegidos y sus scores se consideran para el AED
posterior. EI ACP se realiza sobre los datos de entrada y se considera sélo un nimero im-
portante de scores de CP de entradas para las calificaciones con AED. Asimismo, el ACP
se realiza sobre las variables de datos de salida, y se considera sélo otro grupo significativo

de score de CP de salidas para realizar el AED. En el método de regresién, se construiran
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ecuaciones de regresion para las CP de las salidas y seran usadas para proyectar cada uno de
los scores en términos de las CP de las entradas como variables de datos independientes. Los
scores de CP de las salidas proyectadas entonces, se pueden convertir en porcentajes simples

y la clasificacion de las unidades puede hacerse con base en los porcentajes.

El AED se realiza usando los scores de CP de las entradas como datos de entradas y los
scores de CP de las salidas como datos de salida, en lugar de los datos originales. Se utiliza el
software DEA-solver contenido en Cooper [8] para hallar la solucién éptima en la aplicacién

del método propuesto.

Con el objetivo de determinar la correlacién entre los métodos AED, ACP y el método
de integracion AED-ACP, se realizara la prueba no paramétrica de correlacién de Spearman,

calculando el coeficiente p de la siguiente forma:

_ 62?:10[1'2
n(n? —1)

donde d; = U; — V; , U; y V; son los valores de eficiencia (eficiencias operacionales) de la

p =1

1-ésima UTD bajo dos métodos de clasificaciéon diferentes. El p de Spearman oscila entre -1 y
1, cuando es significativamente grande, es decir, si p es 1 o un valor muy cercano a 1, implica
que los métodos no son estadisticamente diferentes, o en otras palabras que estan altamente

correlacionados.

Para la aplicacion de los métodos, se usan datos médicos de 45 paises, sobre la proporcién
de supervivencia de melanoma entre hombre y mujeres como variables de salida y los grados
latitud, la capa de ozono, los rayos ultravioletas A y B, como variables de entrada. Los paises
seran clasificados usando AED, ACP, y luego el método integrado AED-ACP planteado an-

teriormente.



CAP{TULO 4

Aplicacion de los Métodos: AED, ACP y el integrado AED-ACP

1. Introduccién

Como una aplicacion de los capitulos anteriores vamos a clasificar 45 paises de acuerdo
con la proporcion de supervivencia al melanoma entre hombres y mujeres, teniendo en cuenta

la accion de los rayos ultravioletas A y B, la Capa de Ozono y la Latitud.

2. Aplicacién de los Métodos y Anadlisis de los Resultados

Cualquiera de las versiones de AED en el software [8] podria escogerse para trabajar,
pero la versiéon BCC de Banker-Charnes-Cooper es seleccionada en vez de la version Charnes-
Cooper-Rhodes (CCR) u otra versién para los anédlisis en ésta seccién pues, a pesar de que
el modelo CCR tiene ambas orientaciones a las entradas y a las salidas, al igual que el BCC,
el CCR se construye sobre la suposicién de que constantes se vuelven escalares. Esto implica
que para cada par entrada-salida factible (z,y), el CCR requiere que (tz, ty) sea factible para
cada escalar positivo t. Esta suposicién del CCR es demasiado fuerte, pero el BCC relaja
esta suposicion. Tampoco, el CCR toma en consideracion los excesos de entradas y déficit
de salidas, ni contempla la posibilidad de existencia de ineficiencias debidas a las diferencias

entre las escalas operativas en cada UTD. La version de BCC corrige estas deficiencias.

En la version de BCC hay dos formas de encontrar la solucién 6ptima, la primera forma
es minimizar las entradas que mantienen los niveles de las salidas fijos llamada solucién
orientada a las entradas (BCC-I en [8]). La segunda forma, consiste en maximizar las
salidas sin requerir entradas extras y se llama solucién orientada a las salidas (BCC-O
en [8]). La clasificacion eficiente es la misma si se elige la primera o la segunda manera. En

el siguiente ejemplo, se estudiaran los datos de Garland [11] sobre el melanoma en diversos

21
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paises, para la busqueda de la solucion éptima emplearemos ambos métodos a fin de ejem-

plificar la equivalencia de éstos.

Los datos del articulo de Garland [11] se muestran en la Tabla 1. En esta tabla se observa
que el nimero de variables de salidas es m = 2, el nimero de variables de entradas es k = 4

y n =45 es el niumero de paises.

Antes de aplicar el ACP para clasificar los paises, algunos andlisis estadisticos bésicos
podrian ofrecer caracteristicas interesantes sobre los datos. La media y desviacién estandar
de las variables de datos Latitud, UVA, UVB, Capa de Ozono, proporcién de supervivencia
de hombres y de mujeres al melanoma se muestran en la Tabla 1. En esta tabla se muestra
que, practicamente la totalidad de las observaciones de latitud, UVA, UVB, capa de ozono,
proporcion de supervivencia de hombres y de mujeres se encuentran a tres desviaciones
tipicas de la media. Estos junto con sus graficas de probabilidad (Figuras 1-6), inducen a

pensar que:

(1) El conjunto de variables de datos de entrada: Latitud, UVA, UVB, Capa de Ozono
estan distribuidos como una Gaussiana multivariante con dimension p = 4.

(2) El conjunto de variables de datos de salida, proporcién de supervivencia de hom-
bres y proporcion de supervivencia de mujeres siguen una distribucién Gaussiana
multivariante con dimensién p = 2.

(3) Las variables de entrada son los factores causales de las variables de salida, segin

sus correlaciones, que se muestran en la Tabla 2.
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TABLA 1. Datos Originales

PAIS ENTRADAS SALIDAS
LATITUD UVA UVB CAPA DE Coeficiente de supervivencia
(Grados)  (Watts /m2) (Watts /m2) OZONO  Hombres Mujeres

Alemania 52 34800 694 275 0.82 0.88
Argentina 34 51300 1409 335 0.93 0.96
Australia 38 48100 1253 370 0.5 0.74
Austria 48 38800 850 275 0.76 0.84
Bélgica 51 35800 732 275 0.86 0.9
Bulgaria 43 43600 1052 310 0.93 0.96
Canada 50 36900 770 320 0.8 0.91
Chile 34 51300 1409 300 0.93 0.92
Costa Rica 10 63600 2064 275 0.89 0.99
Cuba 23 58500 1783 275 0.96 0.98
Dinamarca 56 30600 546 275 0.66 0.74
Escocia 56 30600 546 275 0.88 0.9
Espana 41 45500 1133 275 0.9 0.94
Estados Unidos 37 48900 1293 300 0.74 0.87
Finlandia 60 26200 409 240 0.79 0.89
Francia 49 37900 810 275 0.87 0.9
Grecia 37 48900 1293 325 0.95 0.96
Hong Kong 22 59000 1812 260 0.98 0.99
Hungria 48 38800 850 320 0.76 0.86
Inglaterra 52 34800 694 275 0.84 0.86
Irlanda 53 33800 656 275 0.9 0.89
Irlanda del Norte 54 32700 618 275 0.8 0.86
Islandia 68 17800 197 270 0.91 0.97
Israel 32 52800 1484 275 0.77 0.82
Italia 43 43600 1052 300 0.85 0.89
Japén 36 49700 1332 275 0.98 0.99
Luxemburgo 50 36900 770 275 0.96 0.8
Malta 36 49700 1332 310 0.97 0.98
México 19 60500 1893 275 0.96 0.98
Noruega 60 26200 409 245 0.82 0.78
Nueva Zelanda 42 44500 1092 385 0.41 0.7
Paises Bajos 53 33800 656 275 0.82 0.84
Polonia 53 33800 656 275 0.85 0.87
Portugal 40 46200 1175 285 0.94 0.94
Puerto Rico 18 60900 1916 275 0.93 0.97
Repiblica Checa 50 36900 770 275 0.76 0.84
Republica de Corea 37 48900 1293 275 0.99 0.99
Rumania 44 42700 1011 310 0.9 0.92
Singapur 1 64700 2127 225 0.97 0.99
Suecia 58 28400 478 275 0.74 0.83
Suiza 47 39800 890 290 0.75 0.82
Trinidad 10 63600 2064 275 0.97 0.98
Uruguay 35 50600 1372 240 0.87 0.95
Venezuela 10 63600 2064 260 0.97 0.97
Yugoslavia 45 41800 970 300 0.85 0.89
Promedio 40.78 43728.89 1103.98 285 0.85 0.90

23
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TABLA 2. Coorrelaciones
Latitud UVA UVB Ozono  Hombres Mujeres
Latitud  Correlacién de Pearson 1 -0.978*%*  -0.991** 0.078 -0.384**  -0.553**
Sig. (bilateral) 0.00 0.00 0.608 0.009 0.000
UVA Correlacién de Pearson  -0.978%* 1 0.994** 0.035 0.360* 0.534**
Sig. (bilateral) 0 0 0.817 0.015 0.00
UVB Correlacién de Pearson  -0.991*%*%  (0.994** 1 -0.02 0.384**  0.562%*
Sig. (bilateral) 0.000 0 0.895 0.009 0.000
Ozono  Correlacién de Pearson 0.078 0.035 -0.02 1 -0.504**  -0.326%*
Sig. (bilateral) 0.608 0.817 0.895 0.000 0.029
Hombres Correlacién de Pearson -0.384*%*%  0.360*  0.384**  -0.504** 1 0.859
Sig. (bilateral) 0.009 0.015 0.009 0 0.000
Mujeres  Correlacién de Pearson  -0.553*%*%  0.534**  0.562**  -0.326*%  0.858** 1
Sig. (bilateral) 0.000 0.000 0.000 0.029 0.000
*x La correlacién es significativa al nivel 0,01 (bilateral).
* La correlacién es significante al nivel 0,05 (bilateral).
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A continuacién se muestran los gréficos de probabilidad (Graficos Normal P-P) de la

Latitud, los Rayos Ultravioletas A y B, la Capa de Ozono (Variables de Entrada) y la Super-

vivencia de Hombres y Mujeres al cancer de piel (Variables de Salida), los cuales se concluye

que tanto las Entradas como las Salidas siguen una distribucion Gaussiana.
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Normal grafico P-P de UVA
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FiGurA 4.3. Grafico Normal PP de UVB

Normal grafico P-P de OZONO

) = )
= ™ o
1 I 1

Prob acum esperada

o
T
I

T T T T
02 04 05 08

Prob acum observada

F1GURA 4.4. Grafico Normal PP de Capa de Ozono

25



2. APLICACION DE LOS METODOS Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS 26

Normal gréfico P-P de HOMBRES
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FicuraA 4.5. Grafico Normal PP de Supervivencia de Hombres

Normal grafico P-P de MUJERES
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F1cURA 4.6. Gréfico Normal PP de Supervivencia de Mujeres

La correlacion entre los rayos UVA, UVB y la latitud son un hecho cientifico. Las va-
riables latitud, UVA, o UVB son apoderadas unas de otras. Por lo tanto, se seleccionan
las correlaciones de latitud en la Tabla 2 para comentarlas. La variable latitud esta consi-
derable pero negativamente correlacionada con la proporcion de supervivencia de hombres
(correlacién 7 = —0,38; p — valor = 0,009) y con la proporcién de supervivencia de mu-
jeres (correlacién r = —0,55; p — valor = 0,0001), pero insignificantemente correlacionada
con la capa de ozono (correlaciéon r = 0,07; p — valor = 0,60). Las proporciones de super-
vivencia de hombres y de mujeres estan positiva y significativamente correlacionada entre
st (r = 0,859; p — valor = 0,0001). Lo que es muy sorprendente es que mientras la capa de
ozono no esta significativamente correlacionada con la latitud, UVA, o UVB, si esta fuerte,

significativa, y positivamente correlacionada con la proporcién de supervivencia de cancer de
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melanoma de hombres (correlacion r = 0,54; p — valor = 0,0004), pero ligera, significativa,
y negativamente correlacionada con la proporcién de supervivencia de mujeres (correlaciéon

r = —0,32; p — valor = 0,02).

Luego de estos comentarios sobre las correlaciones podrian surgir algunas preguntas, co-
mo por ejemplo, si no se correlacionan significativamente la capa de ozono con la cantidad de
radiacion UVA y UVB que se recibe, jcémo ellos influyen significativa y positivamente en la
proporcion de supervivencia de hombres pero negativamente en la proporciéon de superviven-
cia de mujeres?. Este rompecabezas plantea una interesante pregunta sobre ;como influencia
la capa de ozono?, tal vez, las relaciones de regresion entre la capa de ozono, intensidades
de UVA, y UVB podrian revelar algin dato que ayude a responder ésta interrogante. Estas

preguntas no se responderan en este trabajo pero podran servir para realizar otros trabajos.

Los Detalles sobre las correlaciones se muestran en la Tabla 2. Estos resultados implican

relaciones causales de las variables de entrada y las variables de salida.

Los datos de la Tabla 1 son introducidos en la version BCC-O (BCC orientada a las sali-
das) y en la versién BCC-I (BCC orientada a las entradas) del DEA-solver dado en [8]. Los
scores de clasificacién para estos 45 paises se obtienen con el software, y se muestran en Tabla
3. En esta tabla se observa que el primer grupo de paises con una tasa de supervivencia de
melanoma excelente, segin el BCC-0O, esta formado por Costa Rica, Finlandia, Hong Kong,
Islandia, Japon, Republica de Corea, Luxemburgo, Noruega, Singapur, paises que forman el
Conjunto de Referencia. En cambio, se observa que para el BCC-I, sdlo los paises: Finlandia,
Islandia, Republica de Corea, Luxemburgo, Noruega, Singapur del Conjunto de Referencia
anterior son eficientes, incluyendo ademaés a Suecia; esto se debe a que en el modelo orien-
tado a las salidas (BCC-O) toma sélo los paises que maximizan las salidas con las entradas
disponibles y el modelo orientado a las entradas (BCC-I), toma como eficientes a los paises

que con minimas entradas producen mas salidas.

Siguiendo con el andlisis de los resultados de la Tabla 3, para el BCC-0O, el tercer grupo

de paises con peor proporcion de supervivencia de muertes por melanoma es el conformado
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TABLA 3. Anélisis Envolvente de Datos BCC

PAIS Score AED | Conj. Ref. segiin | Score AED | Conj. Ref. segiin
BCC-O AED BCC-O BCC-I AED BCC-I
Alemania 0.90 Islandia 0.98 Finlandia
Argentina 0.96 Japoén 0.90 Islandia
Australia 0.74 Islandia 0.91 Finlandia
Austria 0.85 Islandia 0.96 Finlandia
Bélgica 0.92 Islandia 0.97 Finlandia
Bulgaria 0.97 Islandia 0.94 Islandia
Canada 0.93 Islandia 0.97 Finlandia
Chile 0.94 Rep. de Corea 0.90 Singapur
Costa Rica 1.00 Rep. de Corea 0.96 Singapur
Cuba 0.98 Japén 0.89 Singapur
Dinamarca 0.76 Islandia 0.99 Finlandia
Escocia 0.95 Islandia 0.99 Islandia
Espana 0.95 Islandia 0.93 Singapur
Estados Unidos 0.87 Rep. de Corea 0.91 Noruega
Finlandia 1.00 Finlandia 1.00 Finlandia
Francia 0.92 Islandia 0.97 Noruega
Grecia 0.96 Rep. de Corea 0.93 Singapur
Hong Kong 1.00 Rep. de Corea 0.96 Rep. de Corea
Hungria 0.87 Islandia 0.96 Finlandia
Inglaterra 0.89 Islandia 0.98 Noruega
Irlanda 0.96 Islandia 0.99 Islandia
Irlanda del Norte 0.88 Islandia 0.98 Finlandia
Islandia 1.00 Islandia 1.00 Islandia
Israel 0.82 Rep. de Corea 0.89 Singapur
Italia 0.90 Islandia 0.94 Finlandia
Japoén 1.00 Rep. de Corea 0.99 Rep. de Corea
Luxemburgo 1.00 Luxemburgo 1.00 Luxemburgo
Malta 0.98 Rep. de Corea 0.96 Rep. de Corea
México 0.99 Rep. de Corea 0.90 Singapur
Noruega 1.00 Noruega 1.00 Noruega
Nueva Zelanda 0.71 Islandia 0.93 Noruega
Paises Bajos 0.87 Islandia 0.98 Finlandia
Polonia 0.91 Islandia 0.98 Noruega
Portugal 0.95 Islandia 0.93 Islandia
Puerto Rico 0.97 Rep. de Corea 0.89 Singapur
Republica Checa 0.86 Islandia 0.97 Noruega
Republica de Corea 1.00 Rep. de Corea 1.00 Rep. de Corea
Rumania 0.93 Islandia 0.94 Singapur
Singapur 1.00 Singapore 1.00 Singapur
Suecia 0.88 Finlandia 1.00 Finlandia
Suiza 0.83 Islandia 0.95 Finlandia
Trinidad 1.00 Rep. de Corea 0.95 Singapur
Uruguay 0.98 Finlandia 0.97 Singapur
Venezuela 0.99 Rep. de Corea 0.95 Singapur
Yugoslavia 0.90 Islandia 0.95 Finlandia
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por Inglaterra, Irlanda del Norte, Suecia, Hungria, Paises Bajos, Estados Unidos, Reptiblica
Checa, Austria, Suiza, Israel, Dinamarca, Australia, y Nueva Zelanda. Todos los otros 23
paises que estan en el segundo grupo, caen entre la proporcion de supervivencia excelente y
peor de muertes por cancer de melanoma y estos son Venezuela, Trinidad, México, Malta,
Cuba, Puerto Rico, Uruguay, Bulgaria, Grecia, Argentina, Irlanda, Portugal, Escocia, Es-

pana, Chile, Rumania, Canadd, Francia, Bélgica, Polonia, Yugoslavia, Italia, y Alemania.

Segun el BCC-I el grupo de paises con peor indice de supervivencia al melanoma estaria
formado por: México, Cuba, Israel y Puerto Rico; mientras que los demas paises que estan
entre los de eficiencia 1 y los peores, forman el segundo grupo, a saber: Escocia, Japdn,
Dinamarca, Irlanda, Irlanda del Norte, Polonia, Paises Bajos, Inglaterra, Alemania, Bélgica,
Uruguay, Canadd, Republica Checa, Francia, Hong Kong, Hungria, Austria, Malta, Costa
Rica, Suiza, Venezuela, Trinidad, Yugoslavia, Rumania, Bulgaria, Italia, Nueva Zelanda, Es-

pana, Portugal, Grecia, Australia, Estados Unidos, Argentina y Chile.

El AED identifica un conjunto de referencia formado por una lista de paises a ser imitados.
Con respecto a la proporcion de supervivencia de hombres y de mujeres, los paises Australia,
Bulgaria, Chile, Espana, Estados Unidos, Grecia, Hong Kong, Israel, Italia, Japon, Malta,
Nueva Zelanda, Portugal, Rumania, Trinidad y Yugoslavia podrian imitar a la Reptblica de
Corea en el primer grupo; los paises Alemania, Austria, Bélgica, Canadd, Dinamarca, Esco-
cia, Francia, Hungria, Inglaterra, Irlanda, Irlanda del Norte, Paises Bajos, Polonia, Repiblica
Checa, Suecia y Suiza deben imitar, en el primer grupo a Islandia; a Costa Rica, Cuba, Méxi-

co, Puerto Rico, Uruguay y Venezuela le corresponde simular a Singapur en el primer grupo.

El ACP ofrece los siguientes resultados. Los primeros dos autovalores son mayores que
uno, capturando 99,53 % de la variacién en las variables de entrada. Los scores de las CP se

calculan usando:

CP1; = —0,994 x latitud; + 0,994 « UV A; + 0,999 « UV B; — 0,03 x Ozono;

CP2; = 0,048 x latitud; + 0,068 x UV A; 4+ 0,012 x UV B; + 0,999 * Ozono;
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Estos resultados del ACP revelan lo siguiente: (i) Las variables de entrada latitud, UVA,
y UVB son un racimo importante de variables y ellas estan identificadas en la primera CP;
(ii) La variable de entrada ozono también es importante y esta sola, segin la segunda CP.

Esto se muestra en la siguiente Figura:
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Ficura 4.7. Grafico de Componentes

Sustituyendo las observaciones: 2; = (latitud;, UV A;, UV B;, Ozono;) en las ecuaciones
anteriores, los scores de CP1 y de CP2 se calculan para los paises ¢+ = 1, 2, ..., 45. Igualmente,
el score de la CP3 puede calcularse como una combinacion lineal 6ptima de las variables de
salida, proporcién de supervivencia de hombres y proporcion de supervivencia de mujeres,
usando: C'P3; = 0,964 (Hombres;)+0—964% (Mujeres;) para los paises i = 1,2, ...,n = 45.
Con el primer autovalor igual a 1,859, la CP3 captura 92,94 % de la variacion total en las

proporciones de supervivencia de hombres y de mujeres.

En la Tabla 4 se presentan los valores de las Componentes Principales: CP1, CP2, y CP3.
Las correlaciones de las variables de entrada CP1 y CP2 con la variable de salida CP3 son

0,44 y 0,46 con 0,001 y 0,001 como sus p-valores. Estas correlaciones son significantes.

Como se mencion6 anteriormente, se ajusta una regresion y se proyectan los valores de la
CP3 por los valores dados de las Componentes Principales CP1 y CP2 para cada UTD. Estos

—_—
valores proyectados C'P3 pueden convertirse no sélo en scores de porcentajes sino también



2. APLICACION DE LOS METODOS Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS 31

en scores de tasas de eficacia, dividiéndolos por el maximo porcentaje de los scores. Estos
scores de tasa de eficacia se muestran en la Tabla 4. Estos nimeros sugieren que el pais
Singapur esta en la linea fronteriza y todos los paises deben imitar a Singapur con respecto

a la supervivencia del cancer del melanoma.

La mayoria de las implicaciones en los resultados del AED se repite aqui en los resulta-
dos del ACP. Hay algunas sorpresas. Como en los resultados del AED (BCC-0), los paises
Venezuela, Uruguay, Hong Kong, Trinidad, Costa Rica, Puerto Rico, México, y Cuba tienen
la clasificacion eficaz en la proporcién de sobrevivencia de melanoma. Los paises Nueva
Zelanda, Australia, Islandia, Canada, Hungria, Suecia, y Argentina estan teniendo peor su-
pervivencia. Esta aproximacion para clasificar, basada completamente en la técnica del ACP
no es tan convincente ni satisfactoria como el AED porque no hay un conjunto de referencia

de paises. Se evidencia acd una de las ventajas de integrar ACP con AED.

Siguiendo la regla se aplica para identificar el outliers en la técnica del ACP. Si el score

CP;—n~'377  OPy
nt Y (CPy; —n~t 300, CFy)?

Rlj =

cae fuera del intervalo (—zq/2, 2a/2) entonces la j-ésima UTD es considerada extraordinaria-
mente influenciada por la I-ésima CP. En los datos de melanoma, con o = 0,05 es interesante
notar que los paises de Islandia y Singapur tienen valores z1; y 29, fuera de lo comun en las
CP1 y CP2, respectivamente. Los paises Australia y Nueva Zelanda tienen ntimeros z3;
inusual en la CP3. Estos resultados confirman la sospecha de Garland [11] de que Australia
y Nueva Zelanda ahora tienen una rara incidencia de mortalidad por cancer de melanoma a
pesar de que la mortalidad por melanoma era antes inexistente en ambos paises. Tal hallazgo

no fue posible con el AED.

El ACP se ha realizado en los datos de entrada: latitud, capa de ozono, UVA, y UVB,
dando como resultado que las dos primeras CP capturan 99,53 % de la variacion total en
los datos de entrada, y por lo tanto los dos scores de CP, CP1 y CP2 son suficientes y se
generan. Sus autovalores son 2,97 y 1,01, respectivamente. Igualmente, el ACP se ha realiza-

do en las variables de datos de salida proporcién de supervivencia de hombres y proporcién
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de supervivencia de mujeres. S6lo una CP es necesaria segin el autovalor 1,86, y es la CP3.

Entonces se calculan los scores de CP3.

La Tabla 4 contiene los scores de CP1, CP2, y CP3. El AED se realiza usando CP1 y
CP2 como variables de entrada y CP3 como una variable de salida. Los 45 paises se clasifican

usando el DEA-solver [8], y las clasificaciones se muestran en la Tabla 4.

El primer grupo de paises con el score de clasificacion perfecto es el formado por Islandia
y la Republica de Corea segtn el valor de CP3, una combinacién lineal 6ptima de la propor-
cién de supervivencia de hombres y de mujeres a partir de la proporcion de supervivencia

de melanoma.

El tercer grupo de paises de los pésimos, es decir, por debajo del score de la media
de clasificacién 0.57 es: Alemania, Inglaterra, Bélgica, Rep. Checa, Luxemburgo, Canada,
Francia, Bulgaria, Austria, Hungria, Suiza, Yugoslavia, Rumania, Italia, Argentina, Espana,
Nueva Zelanda, Portugal, Puerto Rico, Estados Unidos, Australia, Uruguay, Chile, Israel, y

Costa Rica en un orden de peor a mucho peor.

El segundo grupo de paises que caen entre el primer grupo y tercer grupo de paises
es Japén, Malta, Hong Kong, Finlandia, Noruega, Singapur, Suecia, Cuba, Trinidad, Dina-
marca, Escocia, México, Venezuela, Irlanda del Norte, Grecia, los Paises Bajos e Irlanda.
Los paises Cuba, Hong Kong, Japén, Malta, México, Puerto Rico, Singapur, Trinidad y
Venezuela podrian copiar a la Reptublica de Corea para mejorar la proporcién de superviven-
cia del cancer del melanoma. Todos los otros paises en el segundo o tercer grupo podrian

considerar a Islandia para mejora la proporcién de supervivencia del cancer del melanoma.

Las correlaciones de Spearman (vea la Tablab) para comparar el AED, el ACP, y el
método integrado AED-ACP, son grandes y éstas implican que los tres métodos no son es-

tadisticamente diferentes.
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TABLA 4. AED para Componentes Principales

ENTRADAS SALIDA  Proyec. AED Conj. Ref. AED Conj. Ref.
PAIS CP 1 CP 2 CP 3 de CP 3 BCC-I AED BCC-I BCC-O AED BCC-O
Alemania 35224.57 2651.95 1.64 0.82 0.56 Islandia 0.88 Rep. de Corea
Argentina 52355.95 3841.61 1.82 0.80 0.44 Islandia 0.95 Rep. de Corea
Australia 49014.28 3657.29 1.20 0.73 0.41 Islandia 0.63 Rep. de Corea
Austria 39360.39 2925.63 1.54 0.84 0.51 Islandia 0.82 Rep. de Corea
Bélgica 36257.52  2720.36 1.70 0.83 0.55 Islandia 0.91 Rep. de Corea
Bulgaria 44337.31 3289.18 1.82 0.81 0.52 Islandia 0.96 Rep. de Corea
Canada 37388.53 2840.52 1.65 0.77 0.52 Islandia 0.88 Rep. de Corea
Chile 52357.00 3806.64 1.78 0.85 0.39 Islandia 0.93 Rep. de Corea
Costa Rica 65262.15 4624.77 1.81 0.92 0.32 Islandia 0.95 Rep. de Corea
Cuba 59899.11 4275.23 1.87 0.91 0.65 Rep. de Corea 0.98 Rep. de Corea
Dinamarca 30897.94 2364.77 1.35 0.80 0.63 Islandia 0.73 Islandia
Escocia 30897.94 2364.77 1.72 0.80 0.63 Islandia 0.93 Islandia
Espana 46309.86  3384.29 1.77 0.87 0.44 Islandia 0.93 Rep. de Corea
Estados Unidos 49852.53  3642.19 1.55 0.84 0.41 Islandia 0.81 Rep. de Corea
Finlandia 26384.55 2029.15 1.62 0.84 0.73 Islandia 0.88 Islandia
Francia 38424.83 2864.00 1.71 0.84 0.52 Islandia 0.91 Rep. de Corea
Grecia 49851.78  3667.17 1.84 0.80 0.58 Islandia 0.96 Rep. de Corea
Hong Kong 60426.52 4294.54 1.90 0.93 0.79 Rep. de Corea 0.99 Rep. de Corea
Hungria 39359.04 2970.58 1.56 0.77 0.50 Islandia 0.83 Rep. de Corea
Inglaterra 35224.57 2651.95 1.64 0.82 0.56 Islandia 0.88 Rep. de Corea
Irlanda 34191.61 2583.54 1.73 0.82 0.58 Islandia 0.93 Rep. de Corea
Irlanda del Norte 33059.26  2508.33 1.60 0.81 0.59 Islandia 0.86 Islandia
Islandia 17814.31 1485.76 1.81 0.75 1.00 Islandia 1.00 Islandia
Israel 53925.66 3884.47 1.53 0.89 0.38 Islandia 0.80 Rep. de Corea
Ttalia 44337.61  3279.19 1.68 0.82 0.45 Islandia 0.89 Rep. de Corea
Japén 50688.43 3672.04 1.90 0.88 0.93 Rep. de Corea 0.99 Rep. de Corea
Luxemburgo 37389.88 2795.57 1.70 0.83 0.53 Islandia 0.91 Rep. de Corea
Malta 50687.38 3707.00 1.88 0.83 0.80 Rep. de Corea 0.98 Rep. de Corea
México 62000.97 4412.35 1.87 0.91 0.63 Rep. de Corea 0.98 Rep. de Corea
Noruega 26384.40 2034.14 1.54 0.83 0.73 Islandia 0.84 Islandia
Nueva Zelanda 45270.61 3425.74 1.07 0.70 0.43 Islandia 0.56 Rep. de Corea
Paises Bajos 34191.61 2583.54 1.60 0.82 0.58 Islandia 0.86 Rep. de Corea
Polonia 34191.61 2583.54 1.66 0.82 0.58 Islandia 0.89 Rep. de Corea
Portugal 47048.32 3442.34 1.81 0.85 0.43 Islandia 0.95 Rep. de Corea
Puerto Rico 62422.54 4439.78 1.83 0.91 0.43 Islandia 0.96 Rep. de Corea
Republica Checa 37389.88 2795.57 1.54 0.83 0.53 Islandia 0.82 Rep. de Corea
Republica de Corea 49853.28 3617.22 1.91 0.88 1.00 Rep. de Corea 1.00 Rep. de Corea
Rumania 43400.75 3227.53 1.75 0.80 0.46 Islandia 0.93 Rep. de Corea
Singapur 66428.93  4649.95 1.89 1.00 0.69 Rep. de Corea 0.99 Rep. de Corea
Suecia 28641.22 2214.45 1.51 0.79 0.67 Islandia 0.82 Islandia
Suiza 40394.89  3009.05 1.51 0.82 0.49 Islandia 0.80 Rep. de Corea
Trinidad 65262.15  4624.77 1.88 0.92 0.64 Rep. de Corea 0.98 Rep. de Corea
Uruguay 51625.04  3698.70 1.75 0.93 0.40 Islandia 0.92 Rep. de Corea
Venezuela 65262.60 4609.79 1.87 0.94 0.60 Rep. de Corea 0.98 Rep. de Corea
Yugoslavia 42464.50 3155.90 1.68 0.81 0.47 Islandia 0.89 Rep. de Corea
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TABLA 5. Coeficiente de Correlacion de Spearman

AED vs ACP | AED vs método integrado | ACP vs método integrado
p de Spearman 0,9994 0,9999 0,9986

Algunos comentarios valen la pena sobre el ejemplo. ;Los resultados de este ejemplo son
utiles? Los resultados son de tipo exploratorio pero no de tipo conclusivo. Los paises que
se clasificaban muy bajo en este articulo no podrian, por supuesto, cambiar la latitud que
controla los UVA o UVB. Conocer la posicién de un pais especifico comparando con otros
paises en las clasificaciones de la proporcion de supervivencia de melanoma es, en si mismo,
un beneficio de los resultados de este ejemplo. Debe haber otras variables que también se
conectan al cancer del melanoma entre los hombres y mujeres. Vale la pena reunir e in-
volucrar datos con esas otras variables omitidas, y esto es conocimiento aislado. Este caso

ejemplifica satisfactoriamente que el AED y el ACP se complementan mutuamente.

A continuacion se realizaron algunas modificaciones a los datos originales para ver la
importancia de que los datos sean Gaussianos en el ACP y para ver el comportamiento del

AED con datos grandes.

En la Tabla 6 se muestran los resultados del ACP aplicado a los datos originales de la
Tabla 1 pero alterando la variable UVA para que no sea Gaussiana. En este caso sélo se
obtiene una Componente Principal para las Entradas que captura el 74,8 % de la variacion

total. Los scores de esta componente principal se calculan de la siguiente forma:

CP1; = —0,997 * latitud; + 0,999 * UV A; + 0,998 x UV B; — 0,069 * Ozono;

Se puede observar que en esta componente principal queda practicamente fuera la vari-
able del espesor de la Capa de Ozono, que en el andlisis previo se vio que la misma era de

gran importancia. Esto no muestra que se pierde una parte de informacién importante.

Para las salidas obtenemos de nuevo la misma Componente Principal puesto que no se

alteraron los datos de las variables de proporcién de supervivencia de hombres y de mujeres.
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En cambio, al aplicar el AED a estos datos modificados se obtiene resultados similares a
los anteriores ain al aplicar el AED a las dos Componentes Principales resultantes de estos

“nuevos” datos.

En este ejemplo se evidencia la importancia de revisar la distribucién de las variables

antes de realizar el Anélisis de Componentes Principales (ACP).

Observamos en la Tabla 6 que el primer grupo de paises con una tasa de supervivencia de
melanoma excelente, esta formado por Costa Rica, Finlandia, Hong Kong, Islandia, Japdn,
Rep. de Corea, Luxemburgo, Noruega, Singapur y Yugoslavia, que es similar al primer grupo
que obtuvimos en la Tabla 3, sélo que en este caso resulto eficiente también Yugoslavia. Esto
muestra que el Andlisis Envolvente de Datos no se ve afectado significativamente, por el
cambio en la Gaussianidad de una de las variables de Entrada. Se evidencia nuevamente con

este ejemplo la manera como un método soluciona o corrige las deficiencias del otro.
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TABLA 6. AED y ACP a Datos Modificados

ENTRADA | SALIDA AED Conj. Ref. AED Conj. Ref.
PAIS CP1 CP 2 Datos "nuevos” | AED BCC-O | para CP | AED BCC-O
Alemania 1,209,829,582 1.64 0.90 Islandia 0.88 Islandia
Argentina 2,629,059,659 1.82 0.97 Japén 0.95 Rep. de Corea
Australia 2,311,297,577 1.20 0.75 Rep. de Corea 0.63 Rep. de Corea
Austria 1,503,935,341 1.54 0.86 Islandia 0.83 Rep. de Corea
Bélgica 1,280,359,021 1.70 0.92 Islandia 0.91 Islandia
Bulgaria 1,899,060,026 1.82 0.98 Rep. de Corea 0.97 Rep. de Corea
Canada 1,360,249,087 1.65 0.93 Islandia 0.89 Rep. de Corea
Chile 2,629,059,662 1.78 0.94 Rep. de Corea 0.93 Rep. de Corea
Costa Rica 4,040,917,071 1.81 1.00 Singapur 0.95 Rep. de Corea
Cuba 3,418,829,488 1.87 0.99 Hong Kong 0.98 Rep. de Corea
Dinamarca 935,424,110 1.35 0.77 Islandia 0.73 Islandia
Escocia 935,424,110 1.72 0.97 Islandia 0.93 Islandia
Espafa 2,068,180,821 1.77 0.95 Rep. de Corea 0.94 Rep. de Corea
Estados Unidos 2,388,820,023 1.55 0.88 Rep. de Corea 0.81 Rep. de Corea
Finlandia 685,753,892 1.62 1.00 Finlandia 0.89 Islandia
Francia 1,434,974,331 1.71 0.93 Islandia 0.92 Rep. de Corea
Grecia 2,388,820,021 1.84 0.97 Rep. de Corea 0.96 Rep. de Corea
Hong Kong 3,477,520,769 1.90 1.00 Rep. de Corea 0.99 Rep. de Corea
Hungria 1,503,935,338 1.56 0.88 Islandia 0.84 Rep. de Corea
Inglaterra 1,209,829,582 1.64 0.90 Islandia 0.88 Islandia
Irlanda 1,141,298,143 1.73 0.97 Islandia 0.93 Islandia
Irlanda del Norte 1,068,221,254 1.60 0.89 Islandia 0.87 Islandia
Islandia 316,523,270 1.81 1.00 Islandia 1.00 Islandia
Israel 2,785,053,590 1.53 0.83 Japdén 0.80 Rep. de Corea
Italia 1,899,060,026 1.68 0.91 Rep. de Corea 0.89 Rep. de Corea
Japdén 2,467,621,184 1.90 1.00 Rep. de Corea 0.99 Rep. de Corea
Luxemburgo 1,360,249,090 1.70 1.00 Luxemburgo 0.91 Rep. de Corea
Malta 2,467,621,182 1.88 0.99 Rep. de Corea 0.98 Rep. de Corea
México 3,656,591,601 1.87 0.99 Singapur 0.98 Rep. de Corea
Noruega 685,753,891 1.54 1.00 Noruega 0.84 Islandia
Nueva Zelanda 1,978,270,771 1.07 0.71 Rep. de Corea 0.57 Rep. de Corea
Paises Bajos 1,141,298,143 1.60 0.88 Islandia 0.86 Islandia
Polonia 1,141,298,143 1.66 0.92 Islandia 0.90 Islandia
Portugal 2,132,306,673 1.81 0.96 Rep. de Corea 0.96 Rep. de Corea
Puerto Rico 3,705,103,065 1.83 0.98 Singapur 0.96 Rep. de Corea
Repiblica Checa 1,360,249,090 1.54 0.86 Islandia 0.83 Rep. de Corea
Republica de Corea | 2,388,820,025 1.91 1.00 Rep. de Corea 1.00 Rep. de Corea
Rumania 1,821,467,654 1.75 0.94 Rep. de Corea 0.93 Rep. de Corea
Singapur 4,181,906,016 1.89 1.00 Singapur 0.99 Rep. de Corea
Suecia 805,753,840 1.51 0.89 Finlandia 0.82 Islandia
Suiza 1,582,456,781 1.51 0.84 Islandia 0.81 Rep. de Corea
Trinidad 4,040,917,071 1.88 0.99 Singapur 0.98 Rep. de Corea
Uruguay 2,557,800,958 1.75 0.98 Singapur 0.92 Rep. de Corea
Venezuela 4,040,917,072 1.87 0.99 Singapur 0.98 Rep. de Corea
Yugoslavia 1,745,493,662 1.68 1.00 Yugoslavia 0.89 Islandia
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Conclusion

En este Trabajo Especial de Grado se presentaron dos métodos alternativos para ordenar
UTD que tengan multiples entradas y salidas, desde el punto de vista de la eficiencia relativa
y compara la ordenacion proporcionada por cada uno de ellos. Para posteriormente realizar

una integracién de ambos y obtener mejores resultados de clasificacion de la UTD.

Uno de estos métodos: EI AED, es un método no paramétrico, que usa programacion
lineal para medir eficiencia, utilizando cocientes de la suma de las salidas ponderadas sobre
la suma de las entradas ponderadas. El otro es un método estadistico multivariado: ACP, que
usa informacién de autovalores para combinar componentes principales obtenidas a partir

de cocientes individuales de cada salida sobre cada entrada.

Cabe destacar, como parte final, algunas caracteristicas sobresalientes de ambos méto-
dos. E1 AED no requiera que los datos sean estocastico y por lo tanto no es necesario realizar
ninguna comprobacion de distribuciéon de probabilidad para las observaciones de las varia-
bles de datos (de entrada o de salida). Antes de aplicar ACP, debe hacerse una revisién de
la distribucién subyacente, ya que el ACP requiere que las observaciones de las variables de
datos (sean de tipo de entrada o de salida) sigan una distribucién Gaussiana multivariada.

El AED separa las variables de los datos en dos tipos de entrada o de salida.

En el procedimiento planteado de integracién, primero debe realizarse el ACP separada-
mente en las observaciones de las variables de datos de entrada y en las de salida para obtener
un numero significante de Componentes Principales y generar los scores de entradas y de
salidas. E1 AED es entonces aplicado en los scores de las entradas y salidas generando la tasa

de la eficacia operacional de la UTD.
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Es importante resaltar, que los modelos del AED presentan la ventaja de haber sido
construidos especificamente para medir eficiencia técnica. Ademés, proporcionan un conjun-
to de informacién complementaria, que puede servir para fijar politicas tendientes a mejorar

la eficiencia de determinadas UTD o del conjunto de referencia.

El método de integracion AED-ACP ofrece varias ventajas tales como, el evitar caer en

una distribucion de Cauchy al realizar el cociente de las observaciones y el logro de lo mejor

de las metodologias del AED y del ACP.

En el capitulo 4, se hace la aprobaciéon del método de integracion propuesto utilizando
el Test de correlacién de Spearman. La correlacion es significativamente grande y confirma
que el método propuesto no es estadisticamente diferente del AED y del ACP. El método in-

tegrado AED-ACP ofrece, como ya se vio varias ventajas, y por lo tanto se recomienda su uso.

Asimismo, resulta conveniente aclarar que con esto no se intenta proponer la sustitucion
del método AED por ACP, sino sélo disponer de un instrumento complementario de anéli-
sis, que sirva para advertir la posible necesidad de reanalizar el modelo utilizado (variables

seleccionadas, modelo particular AED utilizado, etc.).

En relacién con el resultado obtenido al aplicar los métodos, se sugiere a los paises menos
eficientes seguir las politicas medioambientales del pais de referencia correspondiente para

asi aumentar la proporcién de hombres y mujeres que sobreviven al cancer de piel.

Debido a que los paises ineficientes no pueden cambiar su latitud, cantidad de rayos UVA
y UVB o el espesor de la capa de ozono, se propone realizar campanas para proteger la capa

de ozono y crear medicinas que reduzcan la absorcién de los rayos ultravioletas A y B (UVA

y UVB).

Finalmente, este resultado, como otros similares realizado por otros autores, constituye

un aliciente para un estudio tedrico general sobre las relaciones de los dos métodos utilizados.
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Apéndice 1

1. Programacién Lineal (PL)

La Programacién Lineal (PL) es una técnica matemédtica que consiste en una serie de
métodos y procedimientos que permiten resolver problemas que estan formulados a través de
ecuaciones lineales, optimizando (minimizando o maximizando) la funcién objetivo, también
lineal. La Programacion Lineal se emplea sobre todo, en el &mbito de Ingenieria y Ciencias
Sociales, permitiéndole a empresas y organizaciones, importantes beneficios y ahorro asocia-

do a su utilizacién.

Un modelo de Programacién Lineal proporciona un método eficiente para determinar
una decision éptima, escogida de un gran nuimero de decisiones posibles. Las funciones que
lo componen, es decir, funcion objetivo y restricciones, son funciones lineales en las variables

de decision.

En todos los problemas de Programacion Lineal, la idea es maximizar o minimizar un

objetivo que esta sujeto a una lista de restricciones.

En un problema de Programacién Lineal de dos variables x e y, se trata de optimizar
(hacer maxima o minima, segin los casos) una funcién (llamada funcién objetivo) de la

forma:
F(z,y)=A-z+B-y
y sujeta a una serie de restricciones dadas mediante un sistema de inecuaciones lineales del
tipo:
¢

a1x + by < cl,
asx + by < 2,

am® + by < cm.
\
Los puntos del plano que cumplen el sistema de desigualdades forman un recinto convexo

acotado (poligonal) o no acotado, llamado regidn factible del problema.
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Todos los puntos de dicha regién cumplen el sistema de desigualdades. Se trata de buscar,
entre todos esos puntos, aquel o aquellos que hagan el valor de F'(x,y) maximo o minimo,

segun sea el problema.

Los puntos de la region factible se denominan soluciones factibles.

De todas esas soluciones factibles, aquellas que hacen 6ptima (méxima o minima) la fun-

cién objetivo se llaman soluciones optimas.

En general, un problema de programacion lineal puede tener una, infinitas o ninguna

solucion.

Si hay una unica soluciéon 6ptima, ésta se encuentra en un vértice de la regién factible y

si hay infinitas soluciones éptimas, se encontrardn en un lado de la regién factible.

Es posible que no haya soluciéon 6ptima, pues cuando la region es no acotado, la funcion

objetivo puede crecer o decrecer indefinidamente.

Para resolver el problema de PL con dos variables, se tienen dos formas la geométrica
y la algebraica, pero antes a aplicar cualquiera de ellas siempre hay que tratar de dibujar
la region factible, resolviendo el sistema de inecuaciones lineales correspondiente (la regién

factible puede estar acotada o no), y luego se calculan los vértices de dicha regién.

Forma Geométrica

En este caso se representa el vector director de la recta que viene dada por la ecuacién

de la funcién objetivo, F(z,y) = A-x + B -y, que hay que maximizar o minimizar.

El vector director de la recta A -z + B -y, viene dado por v = (—B, A). Ademds, como
lo inico que nos importa es la direccién del vector y no su médulo, podemos dividir a las

coordenadas del vector si los niimeros son muy grandes, puesto que vectores con coordenadas
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proporcionales tienen la misma direccion.

Posteriormente, se trazan rectas paralelas a este vector que pasen por los vértices de
la regiéon factible (si es acotada), o por todo el borde de la regién factible (cuéndo no es
acotada) y se observa en qué vértice la funcién F' se hace méxima (o minima) sin més que
tener en cuenta cuél de las rectas tiene mayor (0 menor) ordenada en el origen, es decir, cuél

recta corta en un punto mayor o menor al eje y.

Ejemplo: Maximizar la funcién F'(z,y) = 2000z + 5000y sujeta a las restricciones:

2 + 3y > —3,
20 —y —9 <0,
2¢ — by —5 > 0.

La region factible en este caso se obtiene representando las rectas:

2x 4 3y = —3,
20—y —9 =0,
20 — 5y — 5 = 0.

El tridngulo sombreado es la solucion del sistema.
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Los vértices son los puntos (0, —1), (5,1) y (3, —3), puntos de cortes de las rectas.

Como la funcién es F(z,y) = 20002 + 5000y, el vector director es v = (—5000,2000),

que tiene la misma direcciéon que el ¥ = (-5, 2) representado en la Figura anterior.

Se trazan las paralelas al vector que pasen por los vértices de la region factible, obteniéndose:
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Se observa que de las tres paralelas, la que corta al eje y en un punto mayor es la que pasa

por el vértice (5, 1), que por tanto serd la solucién 6ptima al problema de méximos planteado.

Para saber cudl es este valor maximo sustituimos en la funcién:

F(5,1) = 2000 -5+ 5000 - 1 = 10000 + 5000 = 15000

Luego la funcién tiene su solucién éptima en (5,1) donde toma el valor 15000.

Forma Algebraica

Consiste, simplemente, en sustituir cada uno de los vértices de la regién en la funcién

objetivo. La solucién éptima vendra dada por aquel que tome el mayor (o menor) valor.

En el ejemplo anterior, luego de hallar la regién factible y los vértices (0,—1), (5,1) y
(3, —3), éstos se sustituyen en la funcién F', obteniéndose:
F(5,1) =2000 - 5+ 5000 - 1 = 10000 + 5000 = 15000,
F(0,—1) =2000 -0+ 5000 - (—1) = 0 — 5000 = —5000,
F(3,-3) =2000 - 3 4 5000 - (—3) = 60000 — 15000 = —9000.

Se puede notar que el valor maximo de F' se alcanza para el vértice (5,1) y que dicho

valor es 15000. La misma soluciéon que se obtenia antes con la forma geométrica.

Un ejemplo tipico de un problema que dio origen a la programacion lineal es el problema

del transporte:

Una empresa tiene 2 plantas de produccién (P1 y P2) de cierto articulo que vende en
3 ciudades (C1,C2 y C3). En P1 se producen 5000 unidades, y en P2 7000 unidades. Estas
12000 unidades las vende asi: 3500 es C1, 4000 en C2 y 4500 en C3. Los costos de transporte,

en euros por unidad de producto, desde las plantas de produccién a las ciudades son:
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Envios | Hasta C1 | Hasta C2 | Hasta C3
Desde P1 3 2.5 3.5
Desde P2 2.25 3.75 4

Determinar el nimero de articulos que debe enviar la empresa desde cada planta a cada

ciudad para que los costos de transporte sean minimos.

Para problemas de este tipo necesitamos tres variables.

Sea r=unidades de P1 a C1, y=unidades de P1 a C2 y z=unidades de P1 a C3. Tiene

que verificarse entonces que x + y + z = 5000.

Si desde P1 a C1 se envian x unidades, como en C1 necesitan 3500, desde P2 se mandaran

a C1 3500 — x. Razonando del mismo modo con y y z, se obtiene la tabla:

Envios | Hasta C1 | Hasta C2 Hasta C3
Desde P1 x Y z=>5000 -z —vy
Desde P2 | 3500 — x | 4000 — y | 4500 — z = 4500 — (5000 — = — y)

Se sustituy6 z = 5000 — x — y para transformar las 3 incdgnitas en sélo 2.

Para obtener las restricciones imponemos que cada cantidad ha de ser mayor o igual que

cero, es decir:

x > 0,

3500 —x > 0,

y =2 0,

4000 —y > 0,
5000 —z —y > O,

—500 4z + y

v
o
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Por tanto el sistema de inecuaciones es:

.
x>0,

z < 3500,
y =0,
y < 4000,
z + 1y > 5000,
(| v +y 2> 500.

Como se trata de minimizar costos, la funcién objetivo es:
C(z,y) =3-x+2,5-y+3,5-(5000—x —y)+2,25- (3500 — ) + 3,75- (4000 —y) +4- (—500+x+y)
C(z,y) =1,25 -2 — 0,75 - y + 22625.

Siendo la region factible:

5000

4000

3000+

2000+

\1 o004+

-1000 o 1000 2000 3000 4000 5000

-1000+

donde los vértices son A=(0, 500), B=(0, 4000), C=(1000, 4000),D=(3500, 1500),E=(3500, 0)y
F=(500, 0).

Sustituyendo, se obtiene:
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C(0,500) = 22250,
C(0,4000) = 19625,
C(1000,4000) = 20875,
C(3500,1500) = 25873,
C(3500,0) = 27000,
C(500,0) = 23250.

El minimo se da en B, cuando x = 0 e y = 4000.Es decir, las unidades a distribuir son:

Envios | Hasta C1 | Hasta C2 | Hasta C3
Desde P1 0 4000 1000
Desde P2 3500 0 3500
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A todo problema de PL, llamado Problema Primal (PP), le corresponde otro denomina-
do Problema Dual (PD). Entre ambos existen una serie de relaciones y propiedades impor-

tantes,a saber:

e El PD tiene tantas variables como restricciones tiene el PP.

e El PD tiene tantas restricciones como variables tiene el PP.

e Los coeficientes de la funcién objetivo del PP son los términos independientes (con
su signo) de las restricciones del PD.

e Los términos independientes de las restricciones del PP(con su signo), son los coe-
ficientes de la funcién objetivo del PD.

e La matriz de coeficientes de las restricciones del PD es igual a la traspuesta de la
matriz de coeficientes de las restricciones del PP.

e A un PP de maximizacion, le corresponde un PD de minimizacion y viceversa.

e El Dual del PD es su Primal.

e El sentido de las desigualdades de las restricciones del PD y el signo de las variables
del mismo problema, dependen de la forma de que tenga el signo de las variables

del PP y del sentido de las restricciones del mismo problema.

A continuacién, algunos ejemplos para entender mejor éstas relaciones y propiedades.

Ejemplos: En la Funcién objetivo, maximizar Z en PP equivale a minimizar —Z en PD

y minimizar Z (PP) a maximizar —Z (PD).

(1) Max Z = 3x1 + by + 623, equivale a: Min —Z = —3x; — bxy — 6x3.
(2) Min Z = 2z + 3x9 + x3 equivale a: Max —Z = —2x1 — 3x9 — z3.

Por otra parte, en relacién con las restricciones:

AX > bequivale a —AX < —b,
AX < bequivale a —AX > —b,
AX =bequivale a AX < b, AX >b.
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Siendo la siguiente estructura candnica en la PL; el problema primal (PP):

MaxZ = CX,
Sa:AX < b,
X >0

Definimos el Problema Dual, asociado al problema anterior, de la siguiente forma:

MinG = by,
Sa:ATY > C7T,
Y > 0.

Se denomina a las anteriores formas Problemas Duales Simétricos, en contraposicion con

los Asimétricos o aquellos en que las restricciones aparecen con el signo igual, es decir:

AX =D.
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Apéndice 2
2. Distribucién Gaussiana

La distribucién Gaussiana, recibe también el nombre de distribucion Normal, ya que una

gran mayoria de las Variables Aleatorias continuas siguen esta distribucion.

Una variable aleatoria X se dice que tiene distribucién Normal o que estd normalmente
distribuida, con pardmetros u y o (0 > 0), si su funcién de densidad de probabilidad

estd dada por:

1 (@=p)®
flx) = exp 207 ; para todo = € R.

oV 2T

La funciéon de distribucién de una variable aleatoria normal es:

1 ‘ _(@=p)?
F(z) = exp 202 dx; para todo t € R,

oV 2

y utilizaremos la notacién X ~ N(u,o?) para decir que X estd normalmente distribuida con

pardmetros u y o?.

En el caso en que pr = 0 y 02 = 1 se dice que X tiene distribucién normal estdndar o

unitaria y se utiliza la notacion:

1 ()2

exp 2 ;

¢(r) =

I 0)?
d(x) = \/ﬁ/ exp_%dx;

para la funcién de densidad y la funcion de distribucién de X respectivamente.



