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Resumen

En este trabajo se estudian y comparan diferentes técnicas de precondicionamiento
para resolver problemas de minimos cuadrados lineales grandes y dispersos mediante
métodos iterativos como LSQR (least square with QR factorization) y CGLS (conju-
gate gradient for least square). Las técnicas de precondicionamiento usadas son basadas
en factorizaciones incompletas de Cholesky, LU, LQ, entre otras. Se presentan tablas
y graficos que muestran los resultados obtenidos de aplicar estas técnicas de precondi-
cionamiento para resolver diversos problemas de minimos cuadrados lineales prove-
nientes del arte de medir tierras y de discretizar la ecuacion de difusién-conveccion no

transistoria mediante el método de Reciprocidad Dual en Multi-Dominios (DRM-MD).



Introduccion

El principal objetivo de esta investigacion es resolver numéricamente problemas de

minimos cuadrados lineales de la forma

Minegn [|b — Axll2, (1

donde A es una matriz con valores reales de tamafio m X n (m > n), grande, dispersa
(con muchos valores iguales a cero) y de rango completo. En este caso, resolver el pro-

blema consiste en minimizar la norma Euclideana del vector residual r = b — Ax.

La importancia de este estudio radica en que actualmente en muchas aplicaciones
cientificas y de ingenieria, como discretizaciones de ecuaciones de difusion via méto-
dos DRM-MD [20], simulacién en mecdnica de fluidos, andlisis de datos, procesamien-
to de imagenes médicas y otros, surgen problemas de minimos cuadrados lineales
grandes que hoy por hoy es posible resolver, gracias a la gran evolucién que han tenido
los métodos numéricos y su implementacion en potentes computadoras, planteando sis-
temas algebraicos de ecuaciones con varios cientos de miles (a veces de millones) de
incognitas. Muchos de los problemas que surgen en estos casos son dificiles de resolver
debido al gran tamafio de la matriz asociada a los problemas y donde cominmente

esta mal condicionada.

El problema (1) puede ser resuelto mediante métodos directos como factorizacio-
nes ortogonales QR [10]. Esta técnica fue propuesta por primera vez en el afio 1965
por G. Golub y sigue siendo aplicada para resolver problemas de minimos cuadrados
lineales. Una manera alternativa de resolver el problema (1) es mediante el uso de méto-

dos iterativos de Krylov, como por ejemplo, Gradientes Conjugados (CG) desarrollado



por Hestenes y Stiefel [12] en el afio 1952 para resolver sistemas simétricos definidos
positivos. Este método fue de gran importancia en esta investigacion debido a que en la
actualidad, CG es sumamente ttil para resolver problemas de minimos cuadrados linea-
les cuando la matriz asociada al problema es simétrica definida positiva y no presenta
un nimero de condicion tan elevado. Otro método iterativo considerado para resolver
problemas de minimos cuadrados grandes lineales es LSQR creado por Paige y Saun-
ders en 1982 [19] y es de gran importancia cuando se necesita resolver problemas que

estan mal condicionados debido a su estabilidad numérica.

Los métodos directos basados en ortogonalizaciones de la matriz A resultan muy
costosos en cuanto a tiempo computacional y almacenamiento si la matriz es muy
grande y dispersa, incluso cuando se realiza el proceso de ortogonalizacion existe
una pérdida considerablemente grande en cuanto al patrén de dipersion [5]. Para es-
tos problemas, los métodos iterativos poseen ventajas sobre los métodos directos si se
aprovecha la caracteristica dispersa de la matriz A. A pesar de esto, cuando la matriz
asociada al problema estd mal condicionada, los métodos iterativos suelen tardar mucho
para lograr encontrar una buena aproximacion a la solucion, incluso en algunos casos
podrian no encontrarla a pesar de hacer una cantidad grande de iteraciones (divergen).
Una técnica para mejorar esta situacion es precondicionar el problema (1) el cual con-
siste en transformar el sistema original en otro cuya matriz asociada posea propiedades
mads favorables en comparacién con la matriz del problema original. En el desarrollo
de precondicionadores para problemas de minimos cuadrados lineales se han realiza-
do muy pocos esfuerzos. Posiblemente una de las razones radica en que el problema
(1) puede resolverse mediante el sistema de ecuaciones normales A”Ax = ATh ya que
poseen la misma solucidn. Sin embargo, el numero de condicion de la matriz de coefi-

cientes ATA es el cuadrado del niimero de condicién de la matriz A y como resultado,



el sistema de ecuaciones normales tiende a estar muy mal condicionado si A lo estd. En
estas situaciones, la técnica de precondicionamiento es de vital importancia para obte-
ner métodos estables numéricamente, sin embargo, obtener un buen precondicionador
no siempre es una tarea ficil ya que se requiere que satisfaga varias condiciones como

veremos mas adelante.

Otro enfoque también importante para este trabajo consiste en encontrar diver-
sas técnicas de precondicionamiento que permitan mejorar el comportamiento de los
métodos iterativos CG y LSQR al resolver problemas de minimos cuadrados lineales
grandes y dispersos provenientes de diversas aplicaciones cientificas y de ingenieria.
Realizar comparaciones entre los resultados de aplicar técnicas de precondicionamien-
to adecuadas para el sistema (1) y el uso de precondicionadores recomendados para el

sistema de ecuaciones normales ATAx = ATb.

La estructura de este trabajo consta de cinco capitulos. En el capitulo 1 se en-
cuentra la teoria del problema de minimos cuadrados lineales, se explica el uso de
las ecuaciones normales para encontrar su solucion asi como también la interpretacion
geométrica del problema. Seguido de esto se detallan unos de los principales métodos
directos que se han implementado para resolver el problema (1) como lo son la factor-
izacién QR y factorizacion de Cholesky de A. El el capitulo 2 se explican dos méto-
dos iterativos usados para resolver problemas de minimos cuadrados lineales como
son Gradientes Conjugados (CG) y LSQR. Se detalla en que consiste precondicionar
al problema de minimos cuadrados lineales y se explican las ventajas al momento de
aplicar los métodos iterativos CG y LSQR a dicho problema. El capitulo 3 consta de
la implementacion de varias técnicas de precondicionamiento aplicadas a problemas

de minimos cuadrados como lo son precondicionadores de Jacobi, SOR, SSOR vy fac-
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torizaciones incompletas LU, Cholesky y LQ de la matriz asociada al problema. El
capitulo 4 contiene los resultados numéricos obtenidos después de resolver problemas
de minimos cuadrados lineales grandes y dispersos provenientes de varias aplicaciones
implementando las técnicas de precondicionamiento tratadas en el capitulo 3. Se mues-
tran tablas comparativas y grificos para un mejor anélisis y entendimiento de los resul-

tados. Finalmente en el capitulo 5 se establecen las conclusiones y los trabajos a futuro.



CAPITULO 1

Minimos Cuadrados Lineales

A continuacién se presenta el contenido teérico del problema de minimos cuadrados
lineales. Como primera parte se define formalmente el problema a resolver. Una vez
realizado esto se presenta el teorema que garantiza la existencia y unicidad de su solu-
cién. Luego, se explica el uso del sistema de ecuaciones normales para encontrar la
solucién al problema planteado y se ilustra la interpretacion geométrica del mismo. Por
ultimo, se explicaran algunos métodos directos como lo son las factorizaciones QR y
LL' de una matriz, usadas para encontrar la solucién al problema de minimos cuadrados

lineales. Para la factorizacion QR se presentan dos diferentes maneras de realizarla.

1.1 Definicion del Problema.

Cuando se desea resolver un sistema de ecuaciones lineales de la forma
Ax=b (1.1)

donde A € R"™" es una matriz no cuadrada y/o singular y » € R” un vector, la solucién

del sistema no siempre existe. En los casos donde m > n se tiene un sistema sobrede-
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terminado y este tipo de sistemas tipicamente no tiene solucion.

En estos casos, 1o mejor que se puede esperar es encontrar un vector x € R” tal que haga
al vector Ax lo més cercano a b, es decir, encontrar un vector x tal que ||r||=||Ax—b|| sea
minima. Cuando la norma Euclideana ||.||, es usada, esa solucion se refiere a la solucion
en el sentido de los minimos cuadrados lineales para el sistema (1.1) .

El problema de minimos cuadrados lineales se define formalmente de la siguiente ma-

nera [5]:

Definicion 1.1 Dada una matriz real A € R™" y un vector real b € R™, se quiere
encontrar un vector x € R" tal que la funcion ||r(x)|,=||Ax — b||, sea minima. Si el
problema de minimos cuadrados posee mds de una solucion, entonces la vinica que da

la minima norma Euclideana es llamada la solucion de minima norma.

El interés de este trabajo estd enfocado en estudiar solo el caso sobredeterminado, es
decir, dada una matriz A € R™" con m > n se desea encontrar un vector x € R”" tal que

sea solucién al problema de minimizacién

min,egn ||b — Ax],. (1.2)

1.2 Existencia y Unicidad de Soluciones para Proble-

mas de Minimos Cuadrados Lineales.

En esta seccion se enunciara el teorema de existencia y unicidad de la solucion del
problema de minimos cuadrados lineales (1.2). Antes de hacerlo se dara la siguiente

definicion.

Definicion 1.2 Una matriz A de tamaiio mXn (m > n) es de rango completo si y sélo si



las n columnas de A son linealmente independientes. En este caso se dice que el rango

de A es igual a n (rank(A)=n).

Teorema 1.3 (Existencia y unicidad de solucion de minimos cuadrados lineales): Siem-
pre existe solucion para cualquier problema de minimos cuadrados lineales. La solu-
cion es unica si y solo si la matriz de coeficientes asociada al problema es de rango
completo. Si dicha matriz no es de rango completo, entonces el problema de minimos

cuadrados posee infinitas soluciones.

A continuacién se dard la demostracion de este teorema para el caso en que la
matriz asociada al problema es de rango completo ya que es el caso que interesa en
este trabajo. La demostracion del caso en que la matriz no es de rango completo puede
verse en [5]. Antes de demostrar el teorema 1.3 se presentard el siguiente lema y algunas

definiciones utiles para la demostracion.

Lema 1 Sean A € R™" (m > n)y b € R", entonces x € R" es una solucion de minimos

cuadrados lineales para el sistema Ax = b si y solo si x satisface
ATAx = ATh. (1.3)
Demostracion: Se define r(x) = b — Ax. Sea y € R” un vector, entonces

r(y)=b—-—Ay=b—-Ax+Ax—Ay =r(x) + A(x—y);

IrGI = 1Ir(oll; + 2(x = »)TATr(0) + 1A = )l (1.4)

Se asume que x satisface ATAx = ATb, es decir, ATr(x) = 0 luego, por (1.4) se tiene

que para un y € R" arbitrario

IrG)IE = IrQol3 + A = I = I3
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esto implica que x es una soluciéon de minimos cuadrados lineales. Ahora se asume que
el vector x € R" es solucién del problema de minimos cuadrados y que AT r(x) # 0, es

decir, ATr(x) = z # 0. Se define un vector y tal que y = x + cz, con ¢ € R entonces

r(y) = r(x) + A(x —y) = r(x) — cAz

Ir(oll3 + llAzl; - 2cz" AT r(x)

I3

2 20 A2 2
Ir(OIl; + c7llAz]; = 2cllzll,

como ¢ € R, entonces para valores de ¢ suficientemente pequefios se tendré

lrI5 < )l

y asi x no es solucién de minimos cuadrados lineales ya que se encontrd un vector y # x
tal que hace ||r(y)||; mds pequefia pero este hecho contradice lo ya dado por cierto, por
lo tanto

ATr(x)=0=ATAx=ATh =

El sistema (1.3) es llamado sistema de ecuaciones normales asociado al problema
de minimos cuadrados (1.2). En este sistema lineal la matriz de coeficientes A”A es

cuadrada de tamafio n X n y el vector independiente A”b yace en R”.

Definicion 1.4 Una matriz simétrica A € R™" es definida positiva si y solo si para
cada vector x € R" con x # 0,

x'Ax > 0.

Una propiedad importante que se cumple para este tipo de matrices es que toda matriz

definida positiva es invertible y su inversa es también definida positiva.



Demostracion del teorema 1.3 (para el caso de rango completo): Sea A € R™"
m > n una matriz de rango completo y b € R™. Se sabe por el lema 1 que x es una solu-
cién de minimos cuadrados para el sistema Ax = b si y s6lo si x satisface ATAx = ATh.
Se debe demostrar que para el caso de rango completo esta solucién es unica. Es sabido
que la solucion del sistema ATAx = ATb es tnica si y sélo si ATA es no singular, asi,
todo lo que se necesita verificar es que AT A es no singular si y s6lo sf A es de rango
completo. Para esto se probard un fuerte resultado como lo es que AT A es definida po-
sitiva si y solo si A es de rango completo.
Sea A € R™" (m > n). Si las columnas de A son linealmente independientes, esto im-
plica que para x # 0 se tiene Ax # 0 y por lo tanto x # 0 = ||Ax||5 = x" ATAx > 0. Por
lo tanto AT A es definida positiva. Por otra parte, supéngase que A’ A es definida posi-
tiva pero las columnas de A son linealmente dependientes entonces para algin xy # 0
se tiene que Axg = 0y asi x; AT Axy = 0 implica que A” A no es definida positiva lo que

contradice el hecho dado por cierto. =

Como consecuencia de la demostracion del teorema 1.3 es notable que pueden ser
aplicados al sistema (1.3) diversos métodos eficientes a la hora de resolver problemas
simétricos definidos positivos para encontrar soluciones al problema (1.2) los cuales

serdn detallados en los capitulos siguientes.

1.3 Interpretacion Geométrica del Problema de Mini-

mos Cuadrados.

Una manera de observar geométricamente el problema de minimos cuadrados lineales

es la siguiente. Suponga que se tiene una matriz A de mxn con m > n. Es sabido que
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A es una aplicacion lineal de R" — R™. Llamese R(A) al subespacio de R” donde cada

vector u € R(A) se puede escribir como u# = Ax para algin x en R”", es decir,

R(A) = {u = Ax|x € R"}.

Sea b € R™. Como la norma ||.||» es la norma Euclideana, ||b — Ax||, es la distancia entre
el puntio final de b y Ax. Es claro que esa distancia es minima, si y sélo si b — Ax es

perpendicular a R(A). Esta interpretacion geométrica se ilustra en la figura 1.1.

Figura 1.1: Interpretacion geométrica del problema de minimos cuadrados

De esta interpretacion se puede notar que una solucién en el sentido de los minimos
cuadrados para el sistema Ax = b siempre puede encontrarse. Esta solucion existe
debido a que se puede proyectar el vector b a R(A) para obtener un vector u € R(A)
tal que u = Ax para algin vector x € R". Ese x es una solucién. Como b — Ax es
perpendicular a R(A) y todo vector en R(A) es una combinacion lineal de los vectores

columnas de A, entonces b — Ax es ortogonal a toda columna de A, es decir,

ATb-Ax)=0

ATAx = ATh.
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1.4 Condicionamiento de Problemas de Minimos Cuadra-

dos.

Una propiedad que permite de alguna forma conocer si la aproximacién de la solu-
cién obtenida a un problema de minimos cuadrados del tipo (1.2) es buena, lo indica
el llamado condicionamiento del problema. El condicionamiento de un problema de
minimos cuadrados es una propiedad del problema en si mismo y se refiere a como
la solucién del problema cambiaré si los datos con los que se trabaja han sido altera-
dos. Este estudio es importante ya que los datos usados para resolver un problema de
minimos cuadrados lineales generalmente provienen de observaciones experimentales
donde las medidas calculadas pueden ser objeto de perturbaciones. Un ejemplo de esto
son los errores que pueden originarse al discretizar ecuaciones diferenciales, etc. Asi,
al resolver un problema de minimos cuadrados lineales frecuentemente no se trabaja
con los datos originales sino con datos perturbados.

Un problema se dice frecuentemente que esta mal condicionado si un pequefio error
en los datos produce grandes errores en la solucién independientemente del método
utilizado para obtener dicha solucion. Por el contrario, si al alterar un poco los datos
de entrada no produce grandes cambios en la solucidon obtenida entonces se dice que el
problema esta bien condicionado.

Usualmente se trata de asociar a un problema de minimos cuadrados un nimero
llamado niimero de condicion. El nimero de condicion indica si el problema estd mal o
bien condicionado. Para dar una definicion algebraica de lo que es el nimero de condi-

cién de un problema de minimos cuadrados se plantea primero la siguiente definicion.

Definicion 1.5 La matriz A" = (ATA)'AT cuando A es mxn (m>n) y de rango n es

llamada la pseudoinversa de A.
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Esta definicion de pseudoinversa generaliza la definicion bésica de la inversa de una

matriz cuadrada A. Nétese que cuando la matriz es cuadrada e invertible se tiene que

AT = (ATA) AT = A7TATAT = A7,

A continuacidn se define el nimero de condicion de una matriz.

Definicion 1.6 El niimero de condicion de una matriz A € R™" de rango completo
viene dado por

Cond(A) = | AllIAT]!.

Si Cond(A) es muy grande, entonces se dice que A es una matriz mal condicionada. Por
el contrario, si Cond(A) es un nimero pequefio cercano a uno, se dice que A estd bien

condicionada.

En la resolucion de problemas de minimos cuadrados lineales, el niimero de condi-
cion de la matriz asociada al problema juega un rol muy importante a la hora de estimar
la eficiencia de los resultados cuando se usa un método numérico para resolver el pro-
blema. Uno de los principales problemas que se presenta a la hora de buscar la solucién
en el sentido de los minimos cuadrados mediante las ecuaciones normales (1.3) es que
el nimero de condicién de la matriz A7A es el cuadrado del nimero de condicién de
la matriz A y esto hace que resolver el problema via ecuaciones normales reciba un

estudio més cuidadoso. Este tipo de andlisis se detallard mas adelante.
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1.5 Sensibilidad del Problema de Minimos Cuadrados.

Esta seccion se enfoca en el estudio de la sensibilidad de la solucion de minimos cuadra-
dos cuando se realizan perturbaciones en la data. Este estudio es importante para enten-
der los comportamientos de diferentes métodos para resolver problemas del tipo (1.2)
que son discutidos en los siguientes capitulos. En este andlisis el nimero de condicion

de la matriz A juega un rol muy importante.

Caso 1. Perturbacion en el vector b

Supéngase que para el problema (1.2) el vector b ha sido perturbado a b = b + &b pero

A permanece sin cambios.

Teorema 1.7 (Perturbacion derecha de minimos cuadrados): Sean x y X la solucion
tinica del problema original de minimos cuadrados y la del problema perturbado res-

pectivamente. Si ||bg|| # 0 entonces

- X ob
[lx x”sCond(A)” al
1Dkl

Donde bg y by son las proyecciones del vector b’y 6b al plano R(A) respectivamente.

¢l

Para detalles de la demostracién ver [5].

El teorema 1.7 refleja que si sélo el vector b es perturbado entonces, Cond(A) sirve
como base para el andlisis de sensibilidad de la solucién de minimos cuadrados. Si
Cond(A) es muy grande se tiene que, asi el error en la proyeccién de b al plano R(A)
sea pequeno, se podrian tener drasticos cambios en la solucion de minimos cuadra-
dos. Por otra parte, si tanto Cond(A) como el error relativo en la proyeccion de b son

pequefios, entonces la soluciéon de minimos cuadrados no cambiard mucho [5].
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Caso 2. Perturbacion en la matriz A

Supdngase ahora que para el problema (1.2) la matriz A es la perturbada. En este
caso A = A + E donde E es la perturbacién de A lo suficientemente pequefa tal que
se tenga que rank(A) = rank(A + E). Sean x y X las soluciones del problema original
de minimos cuadrados y del problema perturbado respectivamente. Sean E4 y Ey las
proyecciones de E en R(A) y en el complemento ortogonal de R(A) respectivamente.

Entonces si bg # 0 se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.8 (Perturbacion izquierda de minimos cuadrados): Sean x y X las solu-
ciones de minimos cuadrados para el problema Ax = by de (A + E)x = b respectiva-

mente y sea rank(A) = rank(A + E) entonces

1% — x| 2ENIHIDI

< 2Cond(A)e + 4(Cond(A)) + O (ENI/IAID? .
||x]] A]l [1bgll
Ademds
WP =rl 1 4+ 2C0nda))
511>
donde e = Ll r = p— Ax, F=b-(A+ E)X

Al®

Para detalles del teorema ver [11]
El teorema 1.8 indica que en el caso donde solo la matriz A es perturbada, la sensi-
bilidad de la solucién de minimos cuadrados generalmente depende del cuadrado del

ndmero de condicion de A.
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1.6 Métodos Directos para Resolver Problemas de Mini-

mos Cuadrados Lineales.

En esta seccion se detallan algunos métodos directos usados para la resolucion de pro-
blemas de minimos cuadrados lineales. Uno de ellos es la factorizacion QR de la matriz
asociada al problema, usada como un método directo en el afio 1965 por Golub G. [10].
Se presenta como obtener la solucion al problema de minimos cuadrados usando dicha
factorizacion y se plantean maneras diferentes de como obtenerla. Otro método directo
detallado en esta seccion y usado en la resoluciéon de problemas lineales especifica-
mente simétricos definido positivos es la factorizacion de Cholesky. En esta seccion se
explicard como puede usarse dicha factorizacion para obtener la solucién de minimos
cuadrados via ecuaciones normales (1.3) y se presentard el algoritmo que permite la

obtencion de esta factorizacion.

1.6.1 Factorizacion OR.

Una manera de resolver el problema (1.2) es realizando la factorizacién QR de la matriz

A € R™"_ Esta descomposicion estd definida como
A = (OR, (1.5)

donde la matriz Q € R™" es ortogonal y R € R™" es triangular superior. El uso
de la factorizaciéon QR de A para obtener solucion al problema (1.2) es el siguiente.

Considere la descomposicion QR de la matriz A. Entonces,

R,

0

QTA=R=
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con R; € R™". Como el tamafio de un vector es preservado cuando se multiplica por

una matriz ortogonal, se tiene

lAx = bl; = 1Q"Ax— Q" b5
= ||IRx—Q"blj3
= [|Rix—cli3 + lldIl3,
c
donde Qb = . Asi |JAx — bll% serd minima si x es escogido tal que Rjx —c = 0
y el correspondiente residual estd dado por ||r|l, = ||d||,. Estos calculos sugieren los

siguientes pasos para resolver el problema (1.2) via factorizacion QR.

1. Descomponer A, = QpsinRimxn-
c

2. Formar Q,{lx,nbmxl = , ¢ de tamafio n X 1y d de tamafio (m —n) X 1.
d

R,

0

3. Resolver el sistema triangular superior de n X n R;x = ¢ donde R =

Existen diferentes maneras de obtener la factorizacion QR de una matriz como lo son
via matrices de Householder [13], rotaciones de Givens [8] y el proceso de Gram-
Schmidt. Estas dos ultimas serdn detalladas en esta seccién ya que serdn utilizadas en

los capitulos siguientes como herramientas en el uso de métodos iterativos.
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Factorizacion QR via Rotaciones de Givens.

Una matriz de la forma

1 0 0o - 0
i |0 c K 0
GG, j6) =
Jj 10 -5 - c 0
O --- 0 --- 0 --- 1

donde ¢ + s> = 1, es llamada matriz de Givens o rotacién de Givens debido al analista
numérico Wallace Givens [8].

En dos dimensiones, la matriz representa una rotacion en el plano con un angulo 6

c s
G@) = , c=cos(0), s=sen(d).
-5 c

Noétese que como A2+s* =1,G(, j,0)G(, j,0)T = I, asi, lamatriz G(, j, 0) es ortogonal.

Cuando un vector x en R"
X1

X2

Xn
es premultiplicado por una matriz de Givens G(i, j,0) € R™", s6lo la j -ésima y la

i-ésima componentes del vector se ven afectadas y se obtiene

G, j,0)x=b=B,...0.)"
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donde By = xx, k # 1, j,y

Bi
Bj

CX; + SXj, (1.6)

—5X; + CX;j. (1.7)

Si para las ecuaciones anteriores se tiene
c=x/o, s=x;lo, o= ,/xl.z+x§ #0

c sl|lxi| |o

entonces

2

-5 c\x; 0
es decir, se ha introducido el valor cero en la j-ésima componente del vector x.
La premultiplicacién de una matriz A € R™" por una matriz de Givens G(i, j, 0) € R™"

afectard solamente la filai y j de A las cuales son transformadas de la siguiente manera

ik = Cay + Saj, (1.8)

aji —say +cay, k=12,.,n (1.9)

donde q; ; es la entrada (i, j) de A. De manera similar, postmultiplicar A por una matriz

de Givens G(i, j, 6) solo afecta la columna iy j.

Las rotaciones de Givens pueden ser utilizadas para calcular la factorizacion OR de
una matriz A € R"™". En esta seccion se denotard G(i, j, 6) simplemente como G, .
La idea basica es construir matrices Qy, Q,, ..., O, usando rotaciones de Givens tales
que si AV = A entonces Q;AV = A® tenga ceros debajo de la entrada (1, 1) de A en
toda la columna, 0,A® = A® tenga ceros debajo de la entrada (2,2) en la segunda

columna y asf sucesivamente para obtener
AMD = 0,A® k=1,..,n.
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Q) sera escogido para hacer cero los elementos debajo de la diagonal en la k-ésima
columna de la matriz reducida A% por lo tanto la matriz A**? serd triangular en las

primeras k columnas, es decir, toma la forma

Rii  Rpp

A®D = 0101 01A = -
0 A(k+1)

con R;; € R®* triangular superior.

Por medio de rotaciones de Givens se pueden definir las matrices Q;, i = 1,...,n como

01 = GiuGim-1.-Gip, (1.10)

O = GpGop1..Go3 (1.11)

y asi sucesivamente, donde cada Q;, definidas como productos de matrices de Givens,
son ortogonales. Note que en los pasos anteriores sélo la matriz A®*D es transformada

y (Ry1 Ry») son las primeras (k — 1) filas de la matriz final R. De esto se sigue que

(n+1) _ _ R
A" =00 00 01A = ol

0 = (0n..0:0)" (1.12)
= 0105...0,. (1.13)

Esta factorizaciéon QR de A por medio de matrices de Givens puede ser usada para
resolver el problema de minimos cuadrados lineales (1.2) de la forma explicada al inicio

de esta seccion.
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Algoritmo 1 Factorizacién QR via rotaciones de Givens.
1: parak=1,2,....n hacer

2:  parai=k+1,...,m hacer

3: si a; = 0 entonces

4: c=1;5s=0;0 =ay

5: si no

6: si |a;| > |aw| entonces

7 t = ay/ai

8: it=\N1+¢

9: s=1/tt; c=ts, o=ttay
10: si no

11: = ap/aw

12: it=\N1+¢

13: c=1/tt; s=tc; o =ttay
14: fin si

15: fin si

16: para j=k....,n hacer

17: h = cay + sa;;

18: a;j = —sai; + ca;;

19: agj=h
20: fin para

21:  fin para

22: fin para

Por otra parte, si A = QR es una factorizacion QR de A € R"™" entonces a la
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descomposicion

A= QR

donde Q; € R™" es la matriz formada por las primeras n columnas de Qy R; € R la
matriz formada por las n primeras filas y columnas de R, es llamada factorizacion QR
reducida de A [11]. El uso de esta factorizacion para resolver el problema de minimos

cuadrados (1.2) se explicard mas adelante.

Factorizacion QR via Proceso de Gram-Schmidt.

Una técnica que puede ser usada para conseguir directamente la factorizacion QR re-
ducida de una matriz A € R"™" se obtiene mediante el proceso llamado Gram-Schmidt.
Dada una matriz A = (ay, ay, ...,a,) de orden m X n, de rango completo, donde cada
a;, i =1,...,nindica la i-ésima columna de A, el proceso de Gram-Schmidt consiste
en construir una matriz Q = (¢, g2, ..., ¢,,) de tamafio m X n con columnas ortonormales
y una matriz triangular superior R € R™" tal que A = Q,,x,Rqx»- El siguiente algoritmo

plantea la manera de obtener la factorizacion QR reducida mediante este proceso.

Algoritmo 2 Gram-Schmidt Clésico para factorizaciéon QR.
1: parak=1,2,...,n hacer

2: parai=1,2,...k-1 hacer

3: Ric = q] ax

4 qe=a— 3 Rugi,
5: R = llgrll2

6: q = 7=

7. fin para

8: fin para

El algoritmo 2 es conocido por poseer dificultades numéricas. Durante el cdlculo
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de los vectores ¢, pueden aparecer cancelaciones que causen la pérdida de la ortonor-
malidad de los mismos [5]. Sin embargo, el algoritmo 2 puede ser modificado con el
fin de que posea mejores propiedades numéricas. El siguiente algoritmo conocido co-
mo Gram-Schmidt modificado calcula la factorizacién QR reducida de A en un orden
diferente, es decir, la matriz Q es obtenida por columna y R por filas (a diferencia del

Gram-Schmidt cldsico que suministra ambas matrices por columnas).

Algoritmo 3 Gram-Schmidt Modificado para factorizacién QR.
1: Seaqy =ay, k=1,...,n.

2: para k=1,2,...,n hacer

30 Ru = llgill2

& qr= ,%

5:  paraj=k+1,....,n hacer
6: Rij =4[ q;,

7 qj =4q;— Tkjqx

8: fin para

9: fin para

Los algoritmos 2 y 3 son mateméaticamente equivalentes pero la diferencia entre am-
bos radica en que el orden en que se realizan las operaciones es diferente. Esta diferen-
cia logra que el algoritmo Gram-Schmidt modificado sea mas estable numéricamente.
Para mas detalles ver [5].

Como se dijo anteriormente, la factorizacion QR reducida de A también puede ser
usada para resolver el problema de minimos cuadrados lineales (1.2). Para este caso,

es recomendado calcular mediante el algoritmo 3 la factorizacién QR reducida de la
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matriz extendida (A b) para asi obtener una expresion de la forma
Ry z
(A D) =(Q1 gn+1) ;
0 p

donde p = ||gu1ll Y 2 = (21,225 -, 20)" con z; = ql'TQn+] parai = 1,2,...,n. De esto se

sigue que
X
Ax—-b = (A b)[ ] (1.14)
-1
R, z X
= (O Qn+1)[ ][ } (1.15)
0 p)l-1
= Qi(Rix—2) = pqns1. (1.16)

Asi ||Ax — b||, serd minima cuando Rx = z, luego la solucién al problema (1.2) puede
ser obtenida resolviendo

Rx =7

y el vector residual viene dado por r = pg,,;. Para méas detalles ver [5] y [1].

1.6.2 Factorizacion de Cholesky.

Sea A € R™ una matriz cuadrada simétrica definida positiva, entonces la descomposi-
cion de la forma

A=LLT

donde L € R™" es una matriz triangular inferior con elementos diagonales positivos es
llamada factorizacién de Cholesky de A debido al ingeniero francés Cholesky (1875-
1918) y L es llamado el factor de Cholesky de A.

Un método para calcular la factorizaciéon de Cholesky de A surge de las siguientes
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relaciones. Sea

A=LL"
ayy ayp ... diy l]] 0 0 l]] lz] lnl
dzr dzp ... dyy _ 121 122 0. O 0 122 lnz
a1 Ay ... Ay lnl ln2 l,m 0 0 l,m
se tiene entonces
ai;
li = ~Nay, = l_’ i=2,..,n
11
i J
2
Z li = ai, ajj= Z Lljx, j<i
k=1 k=1

Esto conduce al siguiente algoritmo.

Algoritmo 4 Factorizacién de Cholesky
1: parak=1,2,...,n hacer

2:  parai=1,2,...k-1 hacer

3: i = %(aki - 23;11 lijly;)
4: li = Jaw — Z]J:} l,%j

5.  fin para

6: fin para

En el algoritmo 4 el factor de Cholesky L se obtiene por filas. Existen diferentes

maneras de obtener el factor L. Para detalles de estas variantes ver [1].

Ahora considérese el caso en que se desea resolver el problema de minimos cuadra-
dos lineales (1.2). Como se dijo anteriormente, resolver el problema (1.2) es equiva-
lente a encontrar solucién al sistema de ecuaciones normales (1.3). Para el caso donde

la matriz A es de rango completo es sabido que el sistema (1.3) es cuadrado simétrico
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positivo definido (verificado en la demostracion del teorema 1.3) y, por lo tanto, puede
ser aplicada la factorizacién de Cholesky a la matriz AT A. Asi AT A puede ser escrita de
la forma

ATA=LL".
Usando esta factorizacion para obtener la solucién del problema (1.3) se obtiene lo
siguiente:

ATAx=A"b = LL"x=A"b,

sea d = ATb entonces LLTx = d. Esto implica que para obtener x solo se necesita

resolver dos sistemas lineales de la forma
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CAPITULO 2

Meétodos Iterativos para Resolver
Problemas de Minimos Cuadrados

Lineales

Para la solucién a problemas de minimos cuadrados lineales se usaran dos meto-
dos iterativos los cuales se describirdn con detalle en el presente capitulo. Inicialmente
se estudia el método Gradientes Conjugados (CG). Se detallard su construccion y se
explicard como puede implementarse para obtener solucién a problemas de minimos
cuadrados lineales resolviendo el sistema de ecuaciones normales (1.3). A continuacion
se explica el método LSQR dandose detalles de la construccion del mismo y su uso en
la bisqueda de soluciones a problemas de minimos cuadrados. Posteriormente se pre-
sentan sus versiones precondicionadas. Seguido de esto se define en que consiste pre-
condicionar un problema de minimos cuadrados lineales. La principal razén de hacer

esto es mejorar las condiciones del mismo mediante una transformacion de variables
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para que el nuevo sistema posea propiedades mds favorables y presente ventajas a la

hora de implementar métodos iterativos para resolverlos.

2.1 Gradientes Conjugados (CG).

Gradientes Conjugados o CG por sus siglas en inglés, es un método iterativo origi-
nalmente propuesto por Hestenes y Stiefel [12] en 1952 como un método directo para

resolver sistemas lineales de la forma
Ax=0>b (2.1)

donde A € R™" es una matriz cuadrada, simétrica definida positivay b € R".
En la actualidad CG es frecuentemente usado en la resolucion de sistemas simétricos
definidos positivos donde la matriz asociada al sistema es grande y dispersa. El método

es basado en el siguiente resultado de optimizacion [17].

Teorema 2.1 Si A es una matriz real simétrica definida positiva, entonces resolver

(2.1) es equivalente a minimizar la funcional cuadrdtica
I 7 T
q(x) = Ex Ax —x"b. (2.2)

Sea x* la solucion exacta de (2.1). En este método iterativo, se calcula una sucesion de

vectores Xy, aproximaciones al vector solucidn x*, de la siguiente manera:
Xiy1 = Xx +agpr, k=0,...,n—1. (2.3)

donde los vectores {p,} se usan como direcciones, x, es un estimado inicial de x* y los
escalares @ son escogidos para minimizar g(x) en las direcciones de py; esto es, los @,

son seleccionados para que la funcién g,(x; + a@p;) sea minima. Se puede demostrar
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que los vectores residuales son ortogonales entre si y satisfacen la siguiente recurrencia
Tee1 = I"k—a’kApk, k=0,..,n-1; 2.4)

asi, el valor minimo de g, (x; + apy) se alcanza tomando a; como

I’Tl’k
k
ay = , donder,=b-— Axy.
T
r Api

El Algoritmo CG genera automdticamente vectores direccionales p; que son combi-
nacién lineal de r; y del vector anterior p;_; (ver [11]) expresandose de la siguiente

manera

P+l = Tkp1 + Bepr, k=0,..,n—1. (2.5)

Se puede demostrar que estos vectores cumplen con la propiedad
pJTApk =0 para i<k<j-1, (2.6)

esto es, la sucesion de vectores p; son A-ortogonales.

De las expresiones (2.5) y (2.6) se deduce que «; puede reescribirse de la forma

rrr,
o = —. 2.7)
pkApk
y ademas
r Tier1
= % (2.8)
k'k

La version eficiente del algoritmo de CG es mostrado en el algoritmo 4.
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Algoritmo 5 Gradientes Conjugados
1: Escoger xj y calcular ro = b — Axy, po =19

2: paraj = 0,1,..., hasta la convergencia hacer
32 aj=riri/piAp,

4: Xjt1 = Xj+a;p;

5. rig =rj—a;Ap;

6: B;= roHer/rjrrj

7. Pjs1 =P +Bp;

8: fin para

Hestenes y Stiefel [12] indican que el método CG termina en a lo sumo 7 pasos si
no existe presencia de errores de redondeo. La norma ||x; — x*|| con x; la aproximacion
de la solucion x* en el paso k decrece mon6tonamente al igual que ||, — r|| donde ry
es el residual calculado en el paso k. En el libro de Ortega [18] se puede observar la

demostracion del siguiente teorema.
Teorema 2.2
X" = xilly < Ix" = xiall, k=1,..,n
donde x* es la solucion exacta y x; la aproximacion de x* en el paso k.
A pesar de que el resultado del teorema anterior se mantiene al aplicar el algoritmo CG,

la convergencia del método puede ser muy lenta si el nimero de condicién de la matriz

A es muy alto. Esto se evidencia en el siguiente resultado.

Teorema 2.3 El k-ésimo iterado del método CG satisface

k
c—1 .
£+ 1) o — xNlas k=1,.0m

[l — x*[l4 < 2(
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donde ¢ = Cond(A), xy es un iterado inicial, x* la solucion exacta, x; la aproximacion

de x* enel pasok y ||x*||lx = Vx*TAx*.

Ver demostracion en [15]
También se puede observar del teorema 2.3 que si Cond(A) = 1, entonces la conver-

gencia del método es muy répida.

2.1.1 CGLS.

Una manera de resolver el problema (1.2) es aplicar el algoritmo CG al sistema de
ecuaciones normales (1.3) ya que éste es simétrico definido positivo cuando A es de
rango completo como se observo en el capitulo 1. Cuando CG se aplica al sistema
(1.3), el algoritmo resultante frecuentemente recibe el nombre de CGLS por sus siglas
en inglés. Hestenes y Stiefel en el afio 1952 [12] dieron la versién del método de CG
para la solucidn de sistemas de ecuaciones normales.

Aplicando las ecuaciones (2.3) hasta la (2.8) al sistema (1.3) se obtienen las siguientes

iteraciones

ro :b—AX(), Po :ATI"(),
_ AT

1A pill?

X1 = X + Qi Py (2.9)

il = Tk — QrApy

AT ryp1ll?

Pe = AT

Prs1 = ATy + Bipi
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Aunque aplicar el algoritmo 5 al sistema (1.3) es matematicamente equivalente a aplicar
las ecuaciones anteriores, el sistema (2.9) posee mucha mas ventaja ya que no es nece-
sario presentar el producto de matrices ATA, lo cual genera muchos errores de re-
dondeo, sino que se utiliza solamente la matriz A original.

En el algoritmo CGLS, la norma del residual obtenido en el paso k, ||r;||, decrece al

igual que en CG [1], més ain

-1 k
$+ 1) lIro = rllz, (2.10)

donde ry es el residual inicial. La estimacion del teorema 2.3 se sigue manteniendo pero

lr = rell, < 2(

en este caso ¢ = Cond(AT A). Para CGLS se puede verificar que ||A” ;|| frecuentemente

presentara grandes oscilaciones cuando Cond(A) sea muy grande.

Algoritmo 6 CGLS
1: Caleular ro = b — Axo, po = so = A"ro, yo = lIsoll3

2: parak =0,1,2,...,mientras vy, > tol hacer
3 gk =Ape

4 o = v/ llgll;

50 Xpel = Xg t Pk

6: iyl =Tk —

7 S = Al

8 Yirr = llsenll;

90 B =Yir1/Ye

10:  Pis1 = Skl + PrPr

11: fin para
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2.2 LSQR.

Se presenta ahora el método LSQR el cual es un procedimiento iterativo que genera
una sucesion de vectores los cuales son aproximaciones de la solucion x* del problema
(1.1) o (1.2). El método LSQR es similar a CG al momento de resolver los problemas
de minimos cuadrados lineales, pero LSQR posee propiedades numéricas mas favora-

bles [19].

El algoritmo LSQR estd basado en el proceso de bidiagonalizacién de Golub y
Kahan [9]. Esto genera una secuencia de aproximaciones {x;} tales que en el paso k la
norma del residual ||r¢||» decrece mondtonamente. Analiticamente, la secuencia {x;} es

idéntica a la secuencia generada por el algoritmo CG.

2.2.1 El Proceso de Bidiagonalizacion

La finalidad del proceso de bidiagonalizacion de Golub y Kahan [9] es escribir una
matriz A € R™", de la forma A = UBVT donde U € R™ D y V € R™" son matrices
ortogonales y B € R”Y*" es una matriz bidiagonal inferior. Este proceso consiste en
lo siguiente.

De la relacion AV = UB,

,a/l
B @
AV1 Vo o oeee Vn]:[ul Uy -+ Upy :83
ay
,8n+l_
Se tiene que
Av; = aju; + Binttiv1, para i=1,..,n. (2.11)
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Por otra parte, de la relacion ATU = VB se tiene que

a; P
T a B
ANuy uy o U [TV V2 W,
ay ﬁn+l_

asi

Alu; =B +av;, para i=1,...,n+1, (2.12)
considerando @,,; =0y vy =0.
Los escalares @; > 0y B; > 0 son escogidos tales que |lu]| = |lvi|| = 1. Comen-
zando el proceso de bidiagonalizaciéon con un vector arbitrario v; € R”, |[vi]| = 1,

las ecuaciones (2.11) y (2.12) pueden ser usadas recursivamente para generar los vec-
tores uy, Vo, Ua, ..., Vy, Uy, Un11. El proceso de bidiagonalizacion termina cuando 8; = 0 0

«; = 0 para algin j < n [19].

2.2.2 Algoritmo LSQR.

Para resolver el problema (1.2) se comienza bidiagonalizando la matriz A. Paige y
Saunders [19] proponen comenzar el algoritmo de bidiagonalizacion con un vector
inicial u; € R™ tal que

Biui = b (2.13)

Realizando este procedimiento se tendra en el paso k

B a
Vi =y, vy --- vk], Ui E[ul u, -+ U] Bx = B3

(075

ﬁk+l |
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donde B; € R*1** eg una matriz rectangular.
Las relaciones de recurrencia (2.11), (2.12) y (2.13) se pueden reescribir en forma ma-

tricial de la siguiente manera:

Ui+1(Bier) = b, (2.14)
AV = Upy1 By, (2.15)
ATUk+1 = VkBZ + 6Yk+1Vk+1€/{+1, (2.16)

Donde las matrices Uy y Vi cumplen con la relacion U], Uy =1y V]IV = 1.

Sean los siguientes vectores

X = Vides (2.17)
rnn = b—Ax, (2.18)
e = Prer — By (2.19)

definidos en términos de algun vector y,, entonces de las ecuaciones (2.14) y (2.15) se
tiene que

e = Uil (2.20)

Debido a que se busca que ||r¢||, sea pequeiia y ya que Uy, es tedricamente ortonormal,
esto inmediatamente sugiere escoger un y; para minimizar ||t;,||,. Por lo tanto se llega

naturalmente al problema de minimos cuadrados
min, ||B1e; — Biyill- (2.21)

Como By es una matriz bidiagonal, tiene mucha ventaja desde el punto de vista com-
putacional resolver el subproblema (2.21) usando la factorizacién QR de B; via matri-

ces de Givens descrita en el capitulo 1,

R
OB = O" Y QuBier) = _f" , (2.22)

¢k+ 1
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donde R, es una matriz bidiagonal superior,

»Pl ) — V ¢ —
p2 6s ¢>
Ry = s Se=| o s
Oi-1 6k bi-1
P | | P |

y Ok es el producto de rotaciones del plano Oy = Gy x+1...G23G1 2 escogidos para elimi-
nar los elementos fS,, ..., Bi+1 de By. El vector solucion y; y el residual #;,; pueden ser

obtenidos de

Riyr = fr (2.23)
- 0
tr1 = Qk _ . (224)
¢k+1
La factorizacén QyB; = ¢ no necesita ser calculada en cada paso. La relacion de

recurrencia se puede generar de la siguiente manera. Se asume que se tiene calculada
la factorizacion de B;_;. En el siguiente paso, la k-ésima columna es agregada y una

matriz de rotacion Qi = Gy 1 Q-1 €s calculada tal que

0 Ok -
op Pr

Giir1Grerp| ar | =|pr|> Gris =l |
¢k+]

ﬁk+1 0

Como proponen Paige y Saunders [19], una manera de combinar las ecuaciones (2.17)

y (2.23) eficientemente es mediante la relacion

X = ViR fi = Dif,
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donde Dy satisface el sistema triangular inferior Rj D] = V| y las columnas de la
matriz Dy = (dy, d», ..., d)) pueden ser calculadas sucesivamente mediante la sustitucion

dy = xp = 0 dando como resultado
1
dy = — (v — 6diy), (2.25)
Pk

X = Xjg—1 + ¢kdk- (226)

Algunos célculos en (2.25) pueden ser eliminados usando los vectores w; = pid) en

vez de d,.

Resumiendo, con las férmulas desarrolladas con anterioridad se deriva el algoritmo
dado por Paige y Saunders [19] en 1973. Matematicamente LSQR genera la misma
secuencia de aproximaciones x; que CGLS. Los vectores v;;; y d; en LSQR son pro-
porcionales a s; y p; en CGLS, respectivamente. Ambos requieren acceso a la matriz A
s6lo para realizar los productos matriz-vector Av, y AT u;, sin embargo, se ha visto [19]
que LSQR es més estable numéricamente al momento en que se deben realizar muchas

iteraciones y cuando A estd mal condicionada.
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Algoritmo 7 LSQR
1: Inicializar: Biu; = b, ayv; = ATu;, wi=vy, x0=0, ¢ =1, p1 = a;

2: parai=1,2,3,... hasta la convergencia hacer
30 Birilip = Av; — aiu;
4 pvier = Al — By
Construir y aplicar la siguiente transformacién ortogonal.
5. pi= @B
6: ¢ = pilpi
7. s =Bi/pi

8: Oy = Siiyy

9:  Pir1 = —Ciiy
10: ¢ = cihi
1 i1 = Sih;

Calcular x y w.
122 X = xi.1 + (@/p)w;
130 wipr = v — (O /pwi

14: fin para

2.2.3 Estimacion de Normas.

En problemas de minimos cuadrados es importante saber el estimado de ||A” || para

determinar criterios de convergencia. De las ecuaciones (2.20) y (2.24) se tiene que

e = i1 Uke1 Q1 €ss1, (2.27)

38



Luego, de (2.27), (2.16) y (2.22) se tiene

T i T T T
Ay Grr1 (ViBy, + Qi1 Vir1€441) Oy €rt

= T = T AT
Orr1 ViR, Olegsr + 1 = a1 ®r1 (g, O €r1)Vial

El primer término desaparece y ademads el elemento diagonal (k+1) de Oy es —c;. Asi se

tiene

ATr = ~(Gri1 Qs 1C)Vis (2.28)

, -
|A" 7l = Prar@psrlckl.

2.2.4 Criterios de Parada.

Paige y Saunders [19] proponen un criterio de parada para LSQR determinado por
una cantidad denominada ATOL que debe ser dato de entrada del algoritmo LSQR. El

criterio es el siguiente

ATy,
|A 7l <
IA][ll7ll

La justificacion de este criterio es el siguiente. Stewart [?] observé que si ry, = b — Ax;

Parar si (2.29)

y 7 =b— (A + E;)x; donde
rer, A
el

entonces (A + Ey)’# = 0, asi x; y 7 son, respectivamente, la solucién exacta y el

= —

residual para el sistema con A perturbado . Como ||E|l, = ||AT ri]l/|I7:]l, 1a perturbacién
a A serd insignificante si (2.29) se satisface.

En particular, para LSQR sucede que E;x; = 0. Por lo tanto 7, = r; y ademads x; y
1 son exactos para el sistema perturbado. Esto fortalece el argumento para el uso de la
regla (2.29). Este criterio es suficiente para garantizar que x; es una solucion aceptable

del problema de minimos cuadrados [19].
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2.3 Precondicionamiento.

Precondicionar un sistema de ecuaciones lineales consiste en transformar el sistema
original en otro el cual posea la misma solucién pero sea mas rentable resolverlo desde
el punto de vista computacional con algin método iterativo. Ciertos precondicionadores
necesitan una pequefia fase de construccion pero otros pueden necesitar un trabajo mas
elaborado.

Para el problema (1.2), precondicionar es equivalente a la siguiente transformacion.

Sea M € R™" una matriz no singular y considérese ahora el problema

(AM™")y - b|

minyegn . Mx =y. (2.30)

Si M es escogido tal que AM~! posea un nimero de condicién menor que el de A, en-
tonces M mejorard la convergencia de un método iterativo aplicado al sistema (2.30).
El sistema (2.30) es llamado sistema precondicionamiento por la derecha y es reco-

mendable para los casos en que la matriz posea mas filas que columnas.

Es importante notar que el producto de matrices AM~! no debe ser formado ex-
plicitamente, sino tratado como un producto de dos operadores. En un método iterativo
precondicionado por la matriz M ocurrirdn los productos matriz-vector de la forma
AM™'y y M~TATr. Asi, el costo extra de precondicionar estar en resolver sistemas li-
neales de la forma Mx = yy M”q = s. Por lo tanto, M se escoge tal que estos sistemas
sean faciles de resolver.

En resumen, un buen precondicionador M deberia cumplir con las siguientes propiedades:
e AM™! deberia estar mejor condicionada que A.

e M debe tener aproximadamente el mismo nimero de elementos distintos de cero

que A.
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e Deberia ser poco costoso computacionalmente resolver ecuaciones con matrices

My M.

Al precondicionar un problema del tipo (1.2) se deben estudiar los costos y los bene-
ficios que esto implica; es decir, el costo de construir y aplicar un precondicionador
y la ganancia de rapidez en la convergencia de los métodos iterativos aplicados para
obtener soluciones, considerando que la cantidad de célculos requeridos por iteracion
para resolver el problema (2.30) no deberia ser considerablemente mayor que la necesi-
tada para resolver (1.2). Existe otra manera de precondicionar el sistema (1.2) llamada
precondicionar por la izquierda y consiste en transformar este sistema en uno de la
forma

M 'Ax=M"b

donde M € R™". Esta manera de precondicionar no serd aplicada en este trabajo ya
que, como se dijo antriormente, los problemas a solucionar seran problemas sobredeter-
minados con A € R™" y cuando m es mucho mayor que n, esta forma de precondicionar
no es recomendable ya que el tamafio del precondicionador serd mucho més grande
necesitando mas célculos tanto para construir el precondicionador como al usarlo para
resolver los problemas lo que trae como consecuencia un costoso computacional mucho

mayor.

24 PCGLS.

En esta seccion se estudiara lo que sucede con el algoritmo CGLS cuando es aplicado
para resolver el problema (2.30). Es sabido que el sistema de ecuaciones normales

asociado al problema (2.30) viene dado por:
MTATAM 'y = MTATD (2.31)
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Al aplicar el algoritmo CGLS al problema (2.31), el error en el paso k ||r — r||, se
sigue minimizando. Por lo tanto, para la rata de convergencia se tiene que la estimacion
del residual en el paso k cumple con la condicion

Ve -1
Ve +1

Donde rj es el residual inicial. Es conveniente formular el método precondicionado

k
Ir = O, <2( ) Ir=rOlb, ¢ = Cond(M"ATAM™")  (2.32)

en términos de la variable original x. Para el método gradientes conjugados precondi-

cionado (PGCLS) se obtiene el siguiente algoritmo.

Algoritmo 8 PGCLS
1: Calcular ro = b —AXO, Po = So = M_T(ATI"()), Yo = ||S()||§

2: parak =0,1,2,..., hasta que y, < tol hacer
3 4 =S"pu

4 qr = Ag,

50 @ = 7k/||6]k||§,

6:  Xpr1 = X+ gl

T Trel = Tk — Qg

8 sk =S (AT ),

9 Vet = llsktll3,

10: Br = Y1/ Ve

11: Pist = Skt + BrPr

12: fin para
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2.5 PLSQR.

En este caso se desea resolver el problema (2.30). Para esto se denota C = AM~'.
Entoces, similar a como se desarroll6 en la secciéon 2.3.1 se obtienen las siguientes

relaciones

Cvi = au;+ B, (2.33)

Cluii = Bir1vi + Qir1Vis1. (2.34)

para obtener la factorizacién C = UBV?. Sustituyendo esta factorizacién en (2.30) se

llega al subproblema de minimos cuadrados

|Bz — Bieill

dondey =Vz ; x = My.

De esta forma, el algoritmo PLSQR queda de la siguiente manera.
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Algoritmo 9 PLSQR

1: Inicializar: Biu; = b, ayvi = MTATu;, wy=vi, x0=0, ¢ =1, p1 = a;
2: parai=1,2,3,... hasta la convergencia hacer

3:  Resolver Mh = v;

4 B = Ah — auu,

5. Resolver M"g = ATu;,,

6:  QpVis1 = & — Bir1Vi

P

8 ¢ =pilpi

9:  5i = Bir1/pi

10: i1 = 5i®iyy

11 Py = —Ci@y
122 ¢ = ci;
130 G = sihi

14: x; = xi1 + (@/p)w;
150 Wiwr = Vigr — (B /pi)w;

16: fin para
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CAPITULO 3

Técnicas de Precondicionamiento

Este capitulo trata acerca de algunas técnicas de precondicionamiento que se aplican
para mejorar la condicién de un problema de minimos cuadrados lineales con la fi-
nalidad de obtener soluciones Optimas en cuanto a exactitud y tiempo al usar métodos
iterativos. Primero se define en que consiste la factorizaciéon incompleta de una matriz,
luego se detalla el uso de precondicionadores de Jacobi, SOR y SSOR para resolver pro-
blemas de minimos cuadrados lineales. A continuacion se plantea un precondicionador
basado en la factorizacion LU incompleta de una matriz. Seguido de esto, se explica el
uso de la factorizacién incompleta de Cholesky y la descomposicién LQ incompleta de

una matriz como técnicas de precondicionamiento.
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3.1 Precondicionadores Mediante Factorizacion Incom-
pleta.

En la actualidad existen varios precondicionadores que resultan de factorizaciones hechas
a matrices arbitrarias. Sin embargo, existen algunas variantes que se benefician de la
estructura especial que pueda tener una matriz: simétrica definida positiva, dispersas,
etc. Para el caso de las matrices con un patron de dispersion, se tiene un procedimiento
denominado factorizacioén incompleta, es decir, si A es una matriz dispersa, las matrices
resultantes de cualquier factorizacién usualmente no poseen el mismo patrén de disper-
sion de la matriz A, y como la idea es conservar este patron, entonces se descartan los
elementos diferentes de cero en aquellas posiciones donde la matriz A tenia un cero.

Tales posiciones se denominan posiciones de llenado (fill-in). (Tomado de [3])

La idea de generar factorizaciones aproximadas ha sido estudiada por varios investi-
gadores. El primero en hacerlo fue R. Varga en 1960 [23]. Posteriormente J. Meijerink
y H. Van der Vorst en 1977 [14] la hicieron popular cuando la usaron como una he-
rramienta generadora de precondicionadores para el método Gradientes Conjugados y

otros métodos iterativos.

3.2 Precondiciondores Jacobi, SOR y SSOR.

Supdngase que se desea resolver un sistema lineal de la forma
Ax=b (3.1)
donde la matriz A € R™" es una matriz cuadrada descompuesta de la forma
A=E+D+F
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donde D es la diagonal de A, E es la parte inferior estricta de A (sin la diagonal) y F
la parte superior estricta de A. Para este caso, Jacobi, SOR y SSOR han sido definidos
y usados como métodos iterativos los cuales no serdn implementados de esa forma en
esta investigacion pero se considerardn algunos pasos para determinar como se ven
expresadas las matrices precondicionadoras que llevan su mismo nombre. El método

de Jacobi para resolver el sistema de la forma (2.1) esta definido como [22]:
X1 = —DNE+ F)x; +D™'b, k=0,1,....

o equivalentemente

X1 = Gx + f, (3.2)

donde G=-D"'(E+F)=-DYA-D)y f =D"'b.

La iteracion (3.2) puede ser usada para resolver sistemas de la forma
(I-G)x=f. (3.3)
Ya que G = I — D'A, el sistema (3.3) puede ser reescrito como
D 'Ax =D7'b. (3.4)

El sistema (3.4) puede verse como un sistema precondicionado por la izquierda de

(2.1) con D la matriz precondicionadora de Jacobi; esto es,
MJ = D

Para el caso de minimos cuadrados, el precondicionador de Jacobi para el sistema (1.3)

es tomado como M = D, con ATA=E, + D, + F,.

Se puede definir otra descomposicioén de la matriz A (ver [22]) de la forma
WA = (D + wE) — (—wF + (1 — w)D), 3.5)
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que da lugar al método iterativo conocido como método de SOR. SOR depende del

parametro w con 0 < w < 2 (ver [1]) y esta dado por la formula de recurrencia

(D + WE)xj41 = [-wF + (1 — w)D]x; + wb. (3.6)
Analogamente se puede definir otro médoto de SOR de la forma

(D + wF)xp11 = [-WE + (1 — w)D]x; + wb. (3.7)

Mediante una especie de combinacién entre las ecuaciones (3.6) y (3.7) se deriva otro
método conocido como SOR simétrico (SSOR) y viene definido exactamente por las
ecuaciones

(D + (,()E))Ck+1/2 = [-wF + (1 — C())D]Xk + wb.
(D + Cl)F).Xk+1 = [—wE + (1 - w)D]xk+1/2 + wb.

El pardmetro w en SOR debe ser escogido con sumo cuidado cumpliendo con cier-
tos teoremas, por su parte SOR simétrico (SSOR) no necesita tanto cuidado para su

escogencia [1]. Si las recurrencias anteriores se escriben de la forma
Xk+1 = wak + fw’

entonces mediante operaciones algebraicas se puede determinar que los precondicionadores

para SOR y SSOR son respectivamente

1
Msor = Z(D + wk),

1
Mssor = ————— (D + wE)D™ (D + wF).
w2 — w)

El pardmetro w en SSOR, como ya se menciond, no necesita de mucho cuidado para
escogerlo y frecuentemente tomando w = 1 se puede obtener un buen resultado [1].

Tomando w = 1 el precondicionador de SSOR queda expresado de la forma
Mssor = (D + EYD™'(D + F).
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Una interesante observacion es que Mggog toma la forma
Mssor = LU

donde
L=(D+ED'=I1+ED!, U=D+F.

Si se desea calcular A — LU se puede notar que si se obliga a la matriz L a tener la mis-
ma estructura que la parte inferior de A y la matriz U poseer la misma estructura que
la parte triangular superior de A entonces puede ser posible hacer que la norma de la
diferencia A — LU sea mas pequefia. Esto induce a calcular factorizaciones incompletas
de las que se hablaron al inicio de este capitulo y que se estaran desarrollando a lo largo
del mismo.

En el caso en que se desea resolver un problema de minimos cuadrados, los pre-
condicionadores de SOR y SSOR son escogidos tomando en cuenta la descomposicion

ATA:E1+D1+F1.

3.3 Precondicionadores Basados en Factorizacion LU.

Se considera el problema de minimos cuadrados (1.2). Se sabe que para mejorar la rata
de convergencia de un método iterativo se puede precondicionar el problema de manera
que ahora el sistema se convierte en (2.30).

En [2] Bjork y Yuan consideran un tipo de precondicionador basado en la particion de

A
A,
PA = (3.8)
Az
donde P es una matriz de permutacion, A; € R™ una submatriz de A no singular que se

toma como precondicionador y A, € R™~*" Tal técnica fue sugerida con anterioridad
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por Liuchli [16] y luego investigado por Chen [4].

En este trabajo se desarrollard esta técnica similar a como trabajaron Bjorck y Yuan
en [2]. La matriz de permutacion P debe ser escogida tal que las n primeras filas de A;
sean linealmente independientes y AA}' este bien condicionada.

Se asume que PA ya estd formada y que se tiene calculada la matriz C = AA]' €

RO donde
I, I
AAT' = =
AAT! C

Con esto, el problema precondicionado puede ser escrito de la forma

L

donde b ha sido particionado de la forma b = Pb. El sistema de ecuaciones normales

. y=Ax, C=AA7", (3.9)

MiNyeRpn

2

para el sistema (3.9) es

(I, + C'C)y = by + CYbs, (3.10)

donde x puede ser obtenido de Ajx = y.
Liauchli [16] propuso aplicar el algoritmo de Gradientes Conjugados al sistema de ecua-
ciones (3.10) para resolver de manera eficiente el problema. Esto conduce al siguiente

algoritmo:
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Algoritmo 10 CGLS precondicionado con LU
1: Caleular " = by, ©” = by, p© = 5O = b + CThy, vy = [IsOI?

2: parak =0,1,2,..., hasta que vy, > tol hacer
3 g® = Ccp®,

4 =y Up®I5 + lg®1B),

(k+1) _ (k) k
5: r =r - a/kp( ),

(k+1) _ (k) k
6 ry =1y —ag®,

7. s®D = r(lk“) + CTrékH),

8 Y1 = sV,

9 B = Y1/ Ve

10:  pk+b = s+ 4 g 0
11: fin para

Obtener xde Ajx = by — 1.

Se sabe que aplicando el método CG a las ecuaciones normales precondicionadas

(2.31), 1a ||[r — ||, satisface la siguiente desigualdad:

k
c—1
lr — relly < 2( £+ 1) llr = roll2,

donde ry es el residual inicial y ¢ = Cond(M-TATAM™"). Para las ecuaciones (3.10)

esta relacion se sigue manteniendo y en este caso ¢ = cond(I, + CTC).

Para mads detalles sobre la convergencia de CG aplicado al sistema (3.10) ver [2] y [6].

3.3.1 Algoritmo de Factorizacion LU.

En los casos donde A tiene muchas mas filas que columnas es recomendable factorizar

s6lo A; en vez de A y no formar la matriz C = A,A]' explicitamente. Si C no es
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calculada, se necesita entonces presentar en cada paso iterativo dos multiplicaciones

matriz-vector con A, y A? y resolver dos sistemas lineales de la forma
Aiy=c y Alz=d.

Para hacer esto de manera eficiente se calcula la factorizacién LU de A;.
Se usard el algoritrmo de factorizacion LU dado por Gilbert y Peierls [7] modificado

para obtener la factorizacion LU de A;.

El algoritmo de Gilbert y Peierls puede ser modificado para trabajar con una matriz
de tamafo n X m con n < m. Para el problema de minimos cuadrados (2.30) la matriz A
es de mxn conm > n, por lo tanto se aplica el algoritmo de Gilbert y Peierls a la matriz
AT para obtener la factorizacién A; = UT LT de una submatriz A; de tamafio n X n no
singular.

Descripcion de los términos: j sera el indice de la filade L y de U a calcular.

— T P T
aj - (aj17 seesy aj,j—l) s aj - (ajp "~5ajﬂ) )
lll 0 l]l lj,j—l
lj—],] lj—l,j—l ln,l ln,j—l

. T o T _ £ T
y lj = (ljjy e nj)", uj = (Uyj,...,ujy ;)" donde [;; = 1. Se usara ;= (Cjjs -» Cnj)" COMO

un resultado intermedio.

52



Algoritmo 11 LUGP
1: Dar valores iniciales [ = m, index(i) =i, i = 1,..,m;

2: para j =1,2,...,n hacer
3:  Resolver Lju; = aj para u;; (a/r es la j-ésima fila de A)
4 cj=a;- L’ju.,-;

5: si|cjjll > € entonces

6: ir al paso 11
7:  sino
8: intercambiar la j-ésima columna y la [-ésima columna de AT y actualizar los

indices y [;

9: si [ < j entonces
10: rank(A) < n parar
11: si no
12: ir al paso 3
13: fin si
14:  finsi

15: l/tjj = ij;
16: l’] = C]/M”

17: fin para

3.4 Cholesky Incompleto (IC).

Sea A € R™ una matriz cuadrada simétrica definida positiva (SDP) y L una matriz

triangular inferior con elementos diagonales positivos tal que

A=LLT (3.11)
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entonces, como se observd en el capitulo 1, L es llamado el factor de Cholesky de
A y la factorizacion (3.11) es llamada factorizacion de Cholesky de A. Nétese que
factorizacion de Cholesky es un caso particular de la factorizacion LU cuando la matriz
a factorizar es simétrica definida positiva [5].

Matematicamente el factor de Cholesky de la matriz A”A es igual al factor R de la

descomposicién QR de A debido a que
ATA =RT'Q"QOR = R'R,

ya que Q es ortogonal. En la resolucién de problemas de minimos cuadrados grandes
y dispersos, la factorizaciéon de Cholesky es usada como una técnica de precondi-
cionamiento para las ecuaciones normales. Se puede notar que tomando como pre-

condicionador a M = L donde L es el factor de Cholesky de A7 A se tiene que
Cond(AM™") = Cond(Q) = 1,

salvo errores de redondeo. Por lo tanto, escoger a L como un precondicionador para las
ecuaciones normales implica que todos los métodos iterativos usados para resolver el
problema de minimos cuadrados deben converger en una iteracion en aritmética exacta.
Asi, escoger un precondicionador M que de alguna forma se aproxime mucho a L
puede esperarse que sea eficiente. Una aproximacion a L es tomar el factor de Cholesky

incompleto de ATA, es decir, M = L donde
C=A"A=LL"-E,
y E es una matriz de error. Se quiere que ||E|| sea pequefa y que L sea dispersa.

Se puede notar que no es necesario calcular la matriz completa C = ATA. Todo lo

que se requiere es poder tener acceso a una fila a la vez, y asi, los elementos diferentes
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de cero en la fila i de C pueden ser calculados cuando sea necesario y luego se descarta.
A continuacion se presenta el algoritmo de factorizacién incompleta de Cholesky sin
llenado, es decir, que mantiene al factor L con el mismo patrén de dispersion que la

matriz a factorizar.

Algoritmo 12 Factorizacién Incompleta de Cholesky
1: Se elige 111 = \/C11

2: parai=2,...,n hacer

3:  paraj=1,2,...,i-1 hacer

4: si ¢;; = 0 entonces

5: lij=0

6: si no

7 lij = #(Cij - i;ll Ll jx)
8: fin si

. — i-1 12
9: li = Jcii — 21 I

10:  fin para

11: fin para

Cuando se factoriza a la matriz C = AT A mediante el algoritmo 12, se necesita
estudiar muy bien los resultados obtenidos ya que dos diferentes dificultades se pueden
encontrar. La primera es que la factorizacion de Cholesky podria no estar definida de-
bido a que por construccion, el factor L del algoritmo debe tener elementos diagonales
no negativos. La segunda dificultad es que, asumiendo que la factorizacion no cause
problema, el factor L obtenido podria estar muy mal condicionado. Esto puede pasar

incluso si la matriz residual E = C — LLT es razonablemente pequefia [21].
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3.5 Factorizacion LQ Incompleta.

Considere una matriz general A € R™" dispersa y dendtese sus filas por ay, ay, ..., a,,.

La factorizacién (completa) LQ de A esta definida por
A=LQ,

donde L es una matriz triangular inferior y Q es ortogonal, es decir, QQT = I. El factor
L en esta factorizacién es idéntico al factor de Cholesky de la matriz B = AA”. De

hecho, si A = LQ donde L posee elementos diagonales positivos, entonces
B=AAT = LQQO"L" = LL".

Esta relacion, al igual que la generada en la factorizacion de Cholesky, puede ser ex-

plotada para obtener precondicionadores para las ecuaciones normales.

El proceso para construir la factorizaciéon completa LQ de A se presenta en el si-

guiente algoritmo.

Algoritmo 13 Factorizacién LQ
1: parai=l1,...,n hacer

2:  Calcular [;; = qla;, para j = 1,2, ...,i - 1
3:  Caleular g; = a; — 37} lijq;, and I; = |lgill2,
4:  Sil; = 0 entonces Parar; si no calcular ¢; = ¢q;/l;;

5: fin para

En el caso de resolver problemas del tipo (1.2), una técnica de precondicionamiento
es realizar la factorizacion LQ incompleta de A. Hay dos formas de obtener la matriz L.

La primera es formar la matriz B explicitamente y usar una factorizacion de Cholesky
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para matrices dispersas. Esto requiere presentar todos los datos de AAT 1a cual es mucho
mas densa que A. Una segunda forma es usar el proceso de Gram-Schmidt. En prin-
cipio esta idea no parece ser la mas 6ptima debido a la pérdida de ortogonalidad que
se produce cuando se desea ortogonalizar una gran cantidad de vectores. Sin embargo,
debido a que las filas de Q permanecen con una gran cantidad de entradas iguales a
cero al implementar el algoritmo de factorizacién incompleta LQ, una fila dada de A
serd ortogonal a muchas de las filas previas de la matriz Q. Como resultado, el proceso
de Gram-Schmidt es mucho menos propenso a dificultades numéricas [21]. Desde el
punto de vista computacional Gram-Schmidt es 6ptimo debido a que no requiere asig-
nar mas espacio del necesario. Otra ventaja es la simplicidad a la hora de realizar el
proceso de ortogonalizacion.

Para definir una factorizacion incompleta se usa una estrategia de llenado. En términos
generales se puede hacer de la manera que se propone en [22]. Sean P,y P, los pa-
trones de escogidos para L'y Q respectivamente. En este caso, la tnica restriccion para
Py es que

Pp G Pli # j}-

En cuanto a P, se exige que para cada fila de Q debe haber al menos un elemento
diferente de cero. Estos conjuntos seran seleccionados usando una estrategia de llena-
do basada en la magnitud de los elementos generados. Se define entonces el siguiente

algoritmo donde x; denota la i-€sima fila de la matrix X y x;; su entrada (i, j).
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Algoritmo 14 Factorizaciéon LQ Incompleta
1: parai=l1,...,n hacer

2:  Calcular [;; = ga;, para j = 1,2, ...,i — 1

3:  Reemplazar [;; por cero si (i, j) € Pp.

4:  Calcular g; = a; — Z;;ll lijq;,

5:  Reemplazar cada g;;, j = 1,2,..,n por cero si (i, j) € Py
6: L = llgill

7. Sil; = 0 entonces Parar; si no calcular ¢; = ¢;/1;

8: fin para

En el algoritmo 14 después de que el i-ésimo paso es presentado se mantiene la

siguiente relacion
i-1

gi = lugi + ri = a; — Zlij%'
=1

i
a; = Zlijqj + r;
j=1

donde r; es la fila de elementos que han sido sustituidos por la indicacion de la toleran-

cia de la fila g;. Esta ecuacion se convierte en
A=LO+R

donde R es la matriz la cual su i-ésima fila es la r;.
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CAPITULO 4

Resultados Numeéricos

En este capitulo se presentan los resultados numéricos después de resolver problemas
de minimos cuadrados lineales extraidos de varias aplicaciones cientificas y de inge-
nieria. Para obtener estos resultados se utilizé un computador con un procesador de
2.53 GHz y una memoria RAM de 1GB. El software para programar los algoritmos fue
Matlab version 7.8.0.347 (R2009a). En este trabajo se resolvieron cuatro problemas de
minimos cuadrados grandes y dispersos todos provenientes de la agrimensura (arte de
medir tierras), extraidos de la coleccion Harwell-Boeing. Ademas se resolvieron otros
cuatro problemas grandes y dispersos provenientes de discretizar la ecuacion de di-
fusién-conveccidn no transistoria mediante el método DRM-MD desarrollados por M.

Portapila y H. Power. [20]. El criterio de parada para el método CGLS fue detenerse si

A" |
AT roll

la norma del residual relativo era menor a la tolerancia especificada, donde r es
el residual inicial. La tolerancia usada para los criterios de parada fue de % x1078. Alo
largo de este capitulo se presentan tablas mostrando los resultados obtenidos al resolver
estos problemas sin precondicionar asi como también los resultados de haber aplicado

las diversas técnicas de precondicionamiento tratadas en el capitulo 3. Se muestran
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grificos que expresan el comportamiento que tuvo el residual para ciertos problemas

cuando fueron ejecutados los cédigos de LSQR y CG.

Tabla 4.1: Problemas a Resolver.

| wariz || m [ n || e || Neod | Fueme | Autor |
| ez || 1033 || 320 || 4719 [| 188x10° || Harwell-Bocing | Michael saunders ||
| mwrcisso | 1ss0 || 712 || 8636 || 140x10° || Harwell-Boeing | Michael Saunders ||
| werzioss | 1033 || 320 || 4732 || 166x10* || Harwell-Boeing | Michael Saunders ||
| weLLisso || 1sso [| 712 || 755 || 111x10° || Harwell-Bocing | Michacl Saunders ||
| mesno || 512 || 467 || 9280 [| 9.17x10* | PortapitaM. | Portapila M. y Power H. ||
| mesnv || 792 || 735 || 15996 || 234x10° | PortapitaM. | Portapila M. y Power H. ||
| mesnvi || 1040 || 983 [| 24128 [| 239x10° | Portapitam. | Portapila M. y Power H. ||
| meshvirr || 1800 || 1653 || 34884 [| 208x10° | Portapitam. | Portapila M. y Power H. ||
| ame [ 1090 || 437 [ 3580 [| oasx100 [ propia | Meza Y. |

En la tabla 4.1 se resumen las caracteristicas de las nueve matrices asociadas a los
problemas de minimos cuadrados resueltos en esta investigacion. Se indica el nom-
bre de las matrices, el nimero de filas y columnas de cada matriz los cuales estan
representados por las letras m y n, respectivamente, nnz indica el nimero de elementos
diferentes de cero que posee cada matriz y N Cond su numero de condicion. La matriz
Amc fue una matriz dispersa creada en matlab tal que tuviera un nimero de condicién

alto.

A continuacion se presenta una serie de tablas que muestran los efectos de resolver
los nueve diferentes problemas sin precondicionar asi como también los resultados al
usar las diversas técnicas de precondicionamiento descritas en el capitulo 3. Para to-
das las tablas, Ifer indica el nimero de iteraciones que necesitdé cada método iterativo
para converger a la aproximacion de la solucion, Res Rel representa el residual relativo

que se obtuvo en la ultima iteraciéon y Tiempo (s) sefiala el tiempo en segundos que
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tomo6 cada método para satisfacer la tolerancia.

Tabla 4.2: Resolucién de Problemas sin Precondicionar.

H Problema H Método H Iter H Res rel H Tiempo (s) H

ILLC1033 CGLS || 2722 || 4,5793x107° 0,28
LSQR || 3281 || 3,4151x 107 0,37
ILLC1850 CGLS || 1742 || 4,9453x107° 0,17
LSQR || 2191 || 6,0818x 107° 0,37
WELL1033 || CGLS 163 || 3,2061 x 1070 0,01
LSQR 185 || 3,1269 x 10~° 0,03
WELLI1850 || CGLS 438 || 4,6674x107° 0,04
LSQR || 479 || 5,1802x107° 0,09
MeshO CGLS || 1334 || 4,0949 x 107° 0,96
LSQR 1913 || 1,6129 x 10710 1,56
MeshlV CGLS || 4133 || 4,2819x107° 11,71
LSQR || 5787 || 6,9843 x 10711 17,25
MeshVI CGLS || 4155 || 4,5990 x 10~° 21,01
LSQR || 5946 | 7,0014 x 10711 31,11

MeshVIII CGLS || 5479 || 4,1428x107° || 8,28 x 10!

LSQR || 8880 || 3,5953x10°'! || 1,30 x 102
Amc CGLS || 3306 || 4,3581x107° 7,19
LSQR || 2655 || 4,8339x 1078 6,25

La tabla 4.2 muestra los resultados de aplicar los métodos iterativos CGLS y LSQR
para resolver los nueve diferentes problemas de minimos cuadrados lineales sin us-
ar técnica de precondicionamiento. Se puede notar que para los problemas que estdn
mejor condicionados (WELL1033 y WELL1850) ambos métodos iterativos necesi-
taron de menos pasos para satisfacer la tolerancia, en comparacién con los problemas
mal condicionados como Amc o ILLC1033 que necesitaron de muchas més iteraciones
para poder obtener una norma de residual relativo menor o igual a %x 1078 observéandose
también una gran diferencia en cuanto al tiempo de ejecucion empleado para estos pro-

blemas. A pesar de que el nimero de condicién de la matriz MeshVIII es menor que
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el de la matriz Amc, la diferencia en los esfuerzos que deben realizar ambos métodos
iterativos para trabajar con dichos problemas se ve justificada debido a la gran cantidad
de elementos diferentes de cero que posee la matriz MeshVIII en comparacién con
Amc haciendo que los métodos aplicados a MeshVIII se tomen mucho mas tiempo
debido a la necesidad de realizar muchas mds operaciones por iteracion. Es importante
destacar que para el problema Amc que estd muy mal condicionado, el método LSQR
funcioné mejor que CGLS realizando menos iteraciones y tomandose menos tiempo
que CGLS, caracteristica que no ocurrid en la resolucion de los problemas mejores

condicionados.

Res LSQR
Res CG

‘ |v“w M'

P 1-\’“"“"\‘ pl Il

NORMA RESIDUAL REALATIVO
NORMA RESIDUAL RELATIVO

20 |

L L L L I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
ITERACIONES ITERACIONES

3500

Figura 4.1: Comportamiento del residual Figura 4.2: Comportamiento del residual

relativo para el problema WELL1033 (es- relativo al resolver el problema Amc (escala

cala logaritmica). logaritmica).

En la figura 4.1 se muestra el comportamiento que tuvo el residual relativo durante
la resolucién del problema WELL1033 usando los métodos CGLS y LSQR. En esta
gréfica se puede observar que a medida que los métodos iterativos realizaron iteracio-
nes, la norma del residual relativo no seguia un comportamiento mondtono decreciente
sino que fue alternando valores produciendo una funcién con altibajos estabilizandose

en las ultimas iteraciones hasta lograr la convergencia. En este caso se puede notar
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que el método CGLS tuvo un mejor desempefio ya que necesité menos iteraciones que
LSQR para lograr que el valor de la norma del residual relativo fuese menor que la
tolerancia.

En la figura 4.2 se muestra el comportamiento que tuvo el residual relativo al imple-
mentarse los métodos CGLS y LSQR para resolver el problema Amc. En esta figura se
observa que ambos métodos iterativos necesitaron de mas esfuerzo en cuanto al nimero
de iteraciones que se debid realizar para conseguir la convergencia. El comportamien-
to del residual presenta oscilaciones bastante frecuentes a lo largo de todo el proceso
donde los altibajos son muy notorios y se puede ver que no hubo una reduccién del
residual tan significativa hasta las dltimas iteraciones donde logra disminuir un poco
hasta satisfacer la tolerancia. A pesar de esto, LSQR mostr6 un mejor desempeiio en
cuanto a iteraciones necesitadas para poder lograr una reduccion satisfactoria en la nor-

ma del residual relativo.

La razén por la que estos dos problemas fueron escogidos para expresar el compor-
tamiento del residual relativo fue debido a la gran diferencia en cuanto al nimero de
condicion que poseen ambos problemas y asi poder notar los distintos desempefios que
muestran los métodos iterativos a la hora de resolver un problema mal condicionado o

un problema el cual posee condiciones méas favorables.

Tabla 4.3: PCGLS usando SSOR como Técnica de Precondicionamiento (w = 1).

[ proviena || ter | Resrt || tempors |
H ILLC1033 H 1427 H 4,0610 x 1077 H 0,31 H
H ILLC1850 H 1072 H 4,8644 x 1077 H 0,48 H
H WELL1033 H 107 H 4,6797 x 1077 H 0,03 H
H WELL1850 H 218 H 3,6456 x 1070 H 0,10 H

La tabla 4.3 muestra los resultados de aplicar la técnica de precondicionamien-
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to SSOR a los problemas extraidos de la coleccion Harwell-Boeing. Los resultados
obtenidos indican que el precondicionador logré reducir el nimero de iteraciones para
la resolucién de cada problema compardndolo con la versién sin precondicionar. En
cuanto al tiempo, la técnica SSOR no logra ganarle al método no precondicionado.
Para las matrices resultantes del método DRM-MD también se realizaron estas pruebas
pero no se muestran en la tabla debido a que la implementaciéon del método PGCLS
con esta técnica no mejord en cuanto a tiempo de ejecucion ni a iteraciones realizadas
mostrando incluso muchas maés iteraciones que al resolver los problemas sin precondi-
cionar. Es importante indicar que el precondicionador SOR también fue probado con
el método PCGLS y los resultados obtenidos fueron mejores que con SSOR. Se deci-
di6 usar este precondicionador no simétrico para observar también su comportamiento

y comparar con los resultados obtenidos en SSOR.

Tabla 4.4: Método PCGLS usando Cholesky Incompleto como Técnica de Precondi-

cionamiento (M = L).

[ Problema | ter || Resrel | Tempo (o) |
H ILLC1033 H 65 H 7,6435 x 10710 H 0,04 H
H ILLC1850 H 21 H 3,1602 x 107° H 0,24 H
H WELL1033 H 5 H 1,1502 x 10~° H 0,05 H
H WELL1850 H 5 H 2,4768 x 1070 H 0,31 H
H Mesh0 H 5 H 1,1699 x 10710 H 0.04 H
H MeshlV H 7 H 5,4857 x 10710 H 0,10 H
H MeshVI H 6 H 2,2757 x 107° H 0,18 H
| mesnvirr || 7 [ 30089x100 [ 045 |
H Ame H 9 H 2,2071 x 107° H 0,20 H

La tabla 4.4 muestra los resultados obtenidos al implementar el método PCGLS
usando como precondicionador M = L donde L es el factor incompleto de Cholesky

de las matrices AT A para cada problema. Usar esta técnica hizo que el método PCGLS
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presentara una reduccion bastante notoria en cuanto a la cantidad de iteraciones nece-
sitadas para converger en comparacion con las realizadas sin precondicionar, ademds
de conseguir una mejor disminucién del residual relativo. N6tese que el rendimiento de
PCGLS usando Cholesky incompleto como precondicionador para resolver el proble-

ma /LLC1033 no fue tan satisfactorio como en los otros problemas.

Tabla 4.5: Método PCGLS usando M = L” de la Factorizacién Incompleta LQ de A” .

[ Problena || wer | kesrel || Tiempos |
H ILLC1033 H 244 H 2,8994 x 107 H 0,24 H
H ILLC1850 H 445 H 4,5320 % 107° H 4,01 H
H WELL1033 H 106 H 1,7300 x 107° H 0,13 H
H WELL1850 H 254 H 4,5974 x 107° H 2,34 H
H MeshOQ H 173 H 4,6335 x 107° H 0.9 H
H MeshlV H 295 H 4,3794 x 107 H 4,02 H
H MeshVI H 414 H 4,8855 x 1070 H 9,9 H
| meswvirr || 521 || a8040x10® [ 355x10' |
| ame [ 17 [[assoixi00 [ 026 |

En la tabla 4.5 se muestran los resultados obtenidos después de haber implementa-
do el método PCGLS utilizando la técnica de precondicionamiento M = L' con L la
matriz triangular inferior de la factorizacién LQ de AT obtenida usando el algoritmo 14.
En este caso, el precondicionador dio resultados buenos, para todos los casos logré dis-
minuir el nimero de iteraciones en comparacion con la resolucion de los problemas sin
precondicionar pero le tom6é a PCGLS mads iteraciones para converger que aplicando
la técnica Cholesky incompleto. Particularmente para resolver el problema MeshVIII
usar esta técnica de precondicionamiento no arrojo resultados tan efectivos en cuanto

al tiempo de ejecucion del método iterativo.
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Figura 4.3: Resumen de iteraciones tomadas por PCGLS para resolver los nueve pro-
blemas aplicando los precondicionadores Cholesky incompleto, LQ incompleto y Ja-

cobi (escala logaritmica).

La figura 4.3 muestra un resumen de las iteraciones que necesit6 PCGLS para re-
solver los nueve problemas usando como técnica de precondicionamiento Cholesky
incompleto, LQ incompleto y Jacobi. Se puede notar que Cholesky incompleto fue una
técnica muy eficiente en cuanto a la reduccion de iteraciones del método PCGLS a
diferencia de Jacobi que incluso en algunos casos produjo que PCGLS necesitara de
mas iteraciones para satisfacer la tolerancia que al resolver los problemas sin precondi-

cionar.
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Tabla 4.6: PCGLS y PLSQR Usando M = A; como Precondicionador Calculando su

Factorizacion LU Incompleta.

H Problema H Método ‘ Iter H Res rel H Tiempo (s) H
ILLC1033 || PCGLS || 53 || 4,4493x107° 0,01
PLSQR || 68 2,6342 x 107° 0,02
ILLC1850 || PCGLS || 80 || 4,1418x107° 0,038
PLSQR || 101 || 5,1626x107° 0,06
WELL1033 || PCGLS || 52 || 3.9923x 10~ 0,01
PLSQR | 68 2,8548 x 1070 0,03
WELL1850 || PCGLS || 79 || 49214 x107° 0,04
PLSQR || 102 || 5,1352x107° 0,06
Mesh0 PCGLS || 11 1,3703 x 10~° 0,015
PLSQR || 14 || 1,8204x 10710 0,031
MeshlV PCGLS || 12 || 2,1768x107° 0,04
PLSQR 19 1,2473 x 10711 0,078
MeshVI PCGLS || 12 || 2,2995x107° 0,04
PLSQR 19 || 2,0693 x 10~ 0,15
MeshVIII || PCGLS || 12 1,4010 x 10~° 0,04
PLSQR || 17 1,5793 x 107! 0,32
Ame PCGLS || 12 || 3,0854 x 10710 0,01
PLSQR || 12 || 2,8247x107° 0,06

En la tabla 4.6 se muestran los resultados de aplicar los métodos PCGLS y PLSQR
para la resolucion de los problemas indicados con la técnica de precondicionamiento
M = A, calculando su factorizacion LU incompleta. El método PCGLS fue usado para
resolver el sistema (I, + CTC)y = b; + C2T b, mientras que LSQR se usé para resolver

directamente el problema

. In bl
mMinycrn y -
by

2

Se puede observar que con ésta técnica ambos métodos iterativos logran una buena re-

duccidn tanto en iteraciones como en tiempo de ejecucién con respecto a la resolucion
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de los mismos problemas sin precondicionar. Se obtuvo una reduccién en iteraciones
desde un 63.24 % hasta un 99.68 % dependiendo del problema mientras que en tiem-
po, la reduccién fue desde un 33.33 % hasta un 99.95 %. Notese que para el problema
WELL1033 el tiempo se mantuvo igualmente pequefo al resolver el problema sin pre-

condicionar que con esta técnica.

Para el problema WELL1033, la norma del residual relativo usando la técnica de
precondicionamiento M = A; fue disminuyendo de manera monoétona al aplicar ambos
métodos, sin presentar cambios bruscos a medida que se realizaron iteraciones. Para el
problema Amec, el comportamiento del residual relativo usando este mismo precondi-
cionador fue similar para ambos métodos, manteniendo un valor alto en las primeras
iteraciones para luego descender de manera brusca hasta obtener una norma del residual

relativo menor que la tolerancia, muy diferente de lo que expreso la figura 4.2.

30 T T T T T T T T
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NUMERO DE CONDICION

ILLC1033 ILLC1850 WELL1033 WELL1850 MeshO MeshIV MESLVII MeshVIll Amc

MATRICES

Figura 4.4: Nimero de condicién de AM~! para los diversos precondicionadores usa-

dos (escala logaritmica).
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En la figura 4.4 se puede observar mediante un grifico de barras el nimero de
condicién de la matriz AM~! para cada precondicionador M utilizado a lo largo de la
investigacion. En la leyenda del grafico SP indica el ntimero de condicién de A, CHOL
indica el nimero de condicién de AL™" donde L es el factor incompleto de Cholesky
de ATA, Al indica el ndmero de condicién de A(A;)~!, Lt es el nimero de condicién
de A(LT)™! donde L es la matriz triangular de la factorizacién LQ, SSOR es el niimero
de condicién de la matriz MS~! donde S = (D + E)D~'(D + F) es el precondicionador
de SSOR escogiendo w = 1. Se puede notar que el nimero de condicién de AL™! es
el menor en la mayoria de los casos. Esto justifica el hecho de que aplicar PCGLS
para resolver los problemas usando Cholesky incompleto como técnica de precondi-

cionamiento haya presentado una convergencia rapida para la mayoria de los casos.
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CAPITULO 5

Conclusiones y Trabajos a Futuro

Este trabajo permitié la aplicacion de diversas técnicas de precondicionamiento
para resolver problemas de minimos cuadrados lineales grandes y dispersos, con el fin
de estudiar su eficacia y comparar resultados con los obtenidos al resolver los mismos
problemas sin precondicionar.

Los métodos iterativos CGLS y LSQR requirieron de una gran cantidad de iteracio-
nes y tiempo de ejecucion para resolver sin precondicionar los problemas de minimos
cuadrados lineales tratados en este trabajo. Al momento de resolver los problemas que
estaban mal condicionados, los métodos CGLS y LSQR necesitaron de un esfuerzo
mucho mayor al realizado para resolver problemas que poseian un nimero de condi-
cién mds favorable. Para estos casos, el método LSQR present6 resultados mds precisos
viéndose reflejado en la norma del residual relativo obtenida en la dltima iteracion y par-
ticularmente, para el problema Amc que estd muy mal condicionado, LSQR logro pre-
sentar mejores resultados que CGLS en cuanto a iteraciones necesitadas para satisfacer

la tolerancia y también en tiempo de ejecucién. Por otra parte, cuando se aplicaron
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técnicas de precondicionamiento para resolver los problemas de minimos cuadrados,
ambos métodos necesitaron realizar una menor cantidad de iteraciones logrdndose en
su mayoria una reduccién de tiempo de ejecucion.

En cuanto a las técnicas de precondicionamiento aplicadas para resolver los dife-
rentes problemas de minimos cuadrados, Jacobi y SSOR fueron precondicionadores
poco efectivos permitiendo que el método CGLS realizara en algunos casos més ite-
raciones para converger que las necesitadas para resolver los mismos problemas sin
precondicionar ademds de aumentar el tiempo de ejecucion empleado. Esto se debe
principalmente a que las matrices de precondicionamiento correspondientes a Jacobi y
SSOR no lograron mejorar en gran magnitud el nimero de condiciéon de la matrices
AM;; or Y AMJ‘1 en comparacion con el nimero de condicion de A. De esta manera se
observo que dichas matrices de precondicionamiento no cumplen con esta propiedad, la
cual es una de las propiedades mds importantes que debe cumplir un precondicionador.

En cuanto al uso de precondicionadores para las ecuaciones normales, se recomien-
da aplicar el método Cholesky incompleto ya que presentd resultados muy eficientes
en la resolucién de casi todos los problemas logrando reducir en gran cantidad las
iteraciones necesitadas por el método PCGLS para converger. En cuanto al tiempo
de ejecucidn, esta técnica no logré ser la mas rapida de todas, més sin embargo, no
presento tiempos de ejecucion muy altos.

El método LSQR logré arrojar buenos resultados para todos los problemas al usar
la técnica de precondicionamiento M = A; realizando muchas menos iteraciones para
converger comparado con las realizadas sin precondicionar ademés de observarse una
reduccidn bastante grande en cuanto al tiempo de ejecucion, siendo incluso la técnica
mads rapida.

Tomando en cuenta los estudios realizados en este trabajo los cuales presentaron

los resultados ya expuestos, es posible tomar estos ultimos como base para realizar es-
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tudios profundos que busquen la solucion a problemas de minimos cuadrados lineales
grandes y dispersos mediante la creacion e implementacion de nuevas técnicas de pre-
condicionamiento con el fin de comparar con resultados derivados de aplicar técnicas
de precondicionamiento ya existentes. Trabajar con problemas mucho mdas grandes y

que estén peor condicionados que los tratados en este trabajo.
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