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Resumen

Estudio de las propiedades fisicas de espacio-tiempos
cuasiesféricos

Emilio Augusto Lazo Zaia
Dr. Luis Herrera Cometta, Tutor

Universidad Central de Venezuela

Se presenta el estudio de algunos espaciotiempos de Weyl como la métrica M—(Q donde
se calculo la aceleraciéon radial medida por un observador Lorentziano cerca del ho-
rizonte de eventos. Como lo predice el teorema de Isreel, se produjeron bifurcaciones
respecto al caso esféricamente simétrico de Schwarzschild, las cuales se estudiaron en

términos del escalar de superenergia.
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Introduccién

Desde que Werner Israel en 1967 publicé su articulo titulado Ewvent horizons in
static vacuum space-times|1], es decir, “horizontes de eventos en espaciotiempos esté-
ticos vacios”, se sabe que la tnica solucién de vacio, estatica y asintéticamente plana
para las ecuaciones de campo de Einstein que tiene un horizonte de eventos regular es
el espaciotiempo esféricamente simétrico de Schwarzschild. Todas las demés soluciones
exteriores de Weyl |2, 3, 4, 5, 6] exhiben singularidades en los componentes fisicos del
tensor de Riemann en el horizonte de eventos r = 2M, lo cual las hace a todas no

regulares en esa region.

Pequenas fluctuaciones de la simetria esférica pueden ser descritas, si los campos
gravitacionales no son muy intensos, como perturbaciones de la soluciéon exacta esfé-
ricamente simétrica|7], sin embargo, ese esquema perturbativo puede eventualmente
fallar en regiones cercanas al horizonte de eventos (a pesar de que el término “hori-
zonte” se refiere estrictamente al caso esféricamente simétrico, seguiremos usandolo
cuando consideremos la superficie r = 2M en el caso de pequenas desviaciones de la

esfericidad).
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En efecto, cuando nos acercamos al horizonte, cualquier perturbacion finita del
espaciotiempo de Schwarzschild hace radicalmente diferente el horizonte al que corres-
ponde a la solucién exacta que representa el espaciotiempo cuasi-esférico, inclusive
si este 1ltimo viene siendo caracterizado por parametros cuyos valores son arbitraria-
mente cercanos a aquellos que corresponden a la métrica de Schwarzschild|[8, 9, 10, 11],
es decir, asi sea muy pequefia la desviacion de la esfericidad. Esta es una consecuencia

del teorema de Israel.

Por tanto, para campos gravitacionales intensos (es decir, cerca de la fuente cuya
frontera es cercana a su horizonte de eventos), no importa cudn pequenios sean los
momentos multipolares (mayores que el monopolar) que tiene la fuente, existira siem-
pre una bifurcacion entre la métrica perturbada de Schwarzschild y todas las demas

métricas de Weyl.

Ejemplos de tales bifurcaciones han surgido en el estudio de las trayectorias de
particulas de prueba en la métrica v y en la métrica M—Q [20, 21] para orbitas cercanas

ar=2M [22,23].

Por otra parte, la influencia de los momentos cuadrupolares en el movimiento de
particulas de prueba en el contexto de la métrica de Erez-Rosen [24] ha sido investigada

por varios autores?.

Ademas, para configuraciones de fuentes muy compactas, en la escala de tiempo
en la que los multipolos irradiables son irradiados, pueden ocurrir distintos fenémenos

fisicos importantes.

En este trabajo se da una explicacion de la bifurcacion mencionada previamente en
virtud del comportamiento de la superenergia [29, 30] en un vecindario del horizonte

de eventos. Esta cantidad, que puede ser definida mediante el tensor de Bel [31] o

IReferencias: [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]
2Referencias: [25, 26, 27, 28]
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mediante el tensor de Bel-Robinson [32] (ambos coinciden en el vacio, que es nuestro
caso) se ha mostrado como una cantidad muy 1til para explicar cierto nimero de

fenomenos en el contexto de la Relatividad General.

Esto ayuda a explicar la vorticidad en espaciotiempos estacionarios [33] y radiantes
[34]. También vuelve inteligible el comportamiento de particulas de prueba moviéndose
en circunferencias en torno al eje de simetria en el espaciotiempo de Einstein-Rosen

[35].

Ademaés, un comportamiento extrano de la aceleracion radial instantanea de una
particula de prueba (medida por un observador Lorentziano local) en un espaciotiempo
especifico de la familia de Weyl y en regiones cercanas al horizonte se hace inteligible
cuando es contrastado con el comportamiento de la superenergia correspondiente, y

eso lo veremos en este trabajo.

La métrica de Weyl a ser considerada es la métrica M—Q [23] y se descarta la
métrica MQJ [36] por no presentar cambios en el comportamiento de la particula de
prueba a pesar de la presencia del momento angular en la fuente. La razon fundamental
para la escogencia de la métrica M—(Q) se debe a su estructura multipolar; la soluciéon
M-Q (més exactamente, una subclase de esta solucion, la solucion M-QM que es a
primer orden en el parametro ¢, el cual caracteriza la no esfericidad de la fuente) puede
ser interpretada como una correccion cuadrupolar al espaciotiempo de Schwarzschild y
por tanto representa una buena candidata entre las soluciones de Weyl conocidas para

describir pequenias desviaciones de la simetria esférica|20], que es lo que nos interesa.

De hecho, para responder a la pregunta sobre cual solucion de Weyl es mejor para
describir pequenas desviaciones de la simetria esférica, recordemos [20] que las solucio-
nes de Weyl conocidas presentan una desventaja grave para describir espaciotiempos
cuasi-esféricos. Se trata del hecho de que la estructura multipolar es tal que los mo-
mentos multipolares superiores al cuadrupolo son del mismo orden que el momento

cuadrupolar. La relevancia de tales momentos multipolares debe decrecer hacia los
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multipolos mayores, siendo el momento cuadrupolar el mas relevante para pequenas

desviaciones de la no esfericidad.

Asi, por ejemplo, en gravedad newtoniana, los momentos multipolares de un elip-

soide en rotacion con densidad homogénea y ejes (a,a,b) son:

O 3(=2"Ma*
Do = G han 3¢ W= </?)

con e:=1-"0b/a

B2n+1 =0

Debido al factor €, esta ecuaciéon muestra como la importancia del multipolo

disminuye al aumentar n.

Finalmente, a fin de describir pequenas desviaciones de la esfericidad en térmi-
nos de soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein en el vacio, requerimos de una
solucion exacta cuya estructura multipolar relativista comparta las propiedades men-

cionadas; esta es la solucion M—Q, de la familia de soluciones de Weyl.

Mas adelante, al presentar la estructura multipolar de varias de estas métricas de
Weyl incluyendo la métrica M—Q), quedaré claro que esta tltima es la mas adecuada

para el estudio de pequenas desviaciones de la simetria esférica.

Como estamos interesados tnicamente en pequenas desviaciones de la simetria
esférica, haremos uso de la métrica M—Q a primer orden en ¢, es decir, la métrica M-
QW 1a cual es, como ya mencionamos, una correccién a primer orden en el pardmetro

q, que caracteriza la no esfericidad de la fuente.

Se estudiara el comportamiento, es decir, la aceleracién que experimenta una par-
ticula de prueba que esta situada cercana al horizonte de eventos sobre una geodésica
radial en el caso en el que la particula se encuentre a lo largo del eje de simetria, como

también fuera del eje.
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La aceleracion calculada se graficard para esas situaciones con distintos valores
del parametro ¢ y se contrastard con las graficas de la superenergia para dar una
explicacion a los distintos comportamientos extranos encontrados en la aceleraciéon

radial.



CAPITULO 1

Métricas de Weyl

1.1. Familia de soluciones de Weyl

La métrica de Weyl', o mas bien, la familia de soluciones de Weyl consiste en el
conjunto de soluciones estaticas y axialmente simétricas para las ecuaciones de campo
de Einstein en el vacio. Al ser soluciones estaticas no hay evoluciéon temporal y por
tanto en la solucién no hay dependencia explicita de la coordenada temporal; ademas
las soluciones de Weyl son soluciones exteriores a la fuente, lo cual significa que tiene
lugar desde la frontera de la fuente gravitacional hasta el infinito, sin haber més fuentes

gravitacionales o cuerpos masivos.

Esta familia de soluciones tiene el siguiente elemento de linea escrito en coordenadas

cilindricas:

ds* = e*Vdt* — e [e*" (dp* + d2*) + p*d?] (1.1)

'Referencias: [2, 3, 4, 5, 6]



1.1. Familia de soluciones de Weyl Capitulo 1: Métricas de Weyl

donde las funciones métricas W y I" son soluciones de las ecuaciones de Einstein y por

tanto satisfacen:

W, +p W, +W,, =0 (1.2)

F,=p (¥ —-02) ; T.=2p0,0, (1.3)

Obsérvese que (1.2) es la ecuacion de Laplace para U (en espacio Euclideo) y ademas
representa la condicion de integrabilidad para (1.3). Teniendo en cuenta que W es una
funcion armonica, sus derivadas respecto a p y z conmutan y es integrable I', entonces
esto significa que para cualquier potencial “newtoniano” tenemos una métrica de Weyl
especifica, lo cual es un resultado ya conocido, y por lo cual se trata no de una solucion

de Weyl sino de una familia de soluciones.

Dada la simetria axial y temporal, las funciones métricas ¥ y I' son funciones

tnicamente de p y de z.

La solucion general a la ecuacion de Laplace (1.2) para la funcion ¥ presenta un

comportamiento asintéticamente plano, y esta dado por:
= a
U= Z Tn—LPn(cos 0) (1.4)
n=0

donde 7 = \/p? + 22 y cos @ = z/r son las coordenadas de Weyl esféricas, con P, (cos 6)
como los polinomios de Legendre, y los coeficientes a,, como un conjunto de constantes
reales arbitrarias que son llamadas “momentos de Weyl”, aunque no pueden ser iden-
tificados como momentos multipolares relativistas a pesar de la similaridad entre la

ecuacion (1.4) y el potencial Newtoniano.

Otra forma interesante de escribir la solucion (1.4) fue obtenida por G. Erez junto
con Nathan Rosen [24] y de manera independiente a ellos, por Hernando Quevedo [37]

integrando las ecuaciones (1.2 y 1.3) en coordenadas esferoidales prolatas, las cuales



1.1. Familia de soluciones de Weyl Capitulo 1: Métricas de Weyl

se definen de la siguiente forma:
= (1/20)(ry +7)

y=(1/20)(ry —r_) con x>1 y —1>y>1

ry = [/)2 + (2 :I:U)2] 1/2

donde o es una constante arbitraria que seréd identificada luego con la masa de Sch-
warzschild. La coordenada prolata x representa la coordenada radial, y la coordenada

y representa el coseno del angulo polar.

En esas coordenadas esferoidales prolatas, ¥ toma la siguiente forma:
U= (—1)""q,Qu(z) Pu(y) (1.5)
n=0

donde @Q,(y) son las funciones de Legendre de segundo orden y ¢, un conjunto de
constantes arbitrarias que tampoco es identificable con los momentos multipolares
relativistas. La expresion correspondiente para la funcion I' fue obtenida por Quevedo

[37].

Una sub-familia de soluciones de Weyl la obtuvieron Gutsunayev y Manko [38, 39]

a partir de la soluciéon de Schwarzschild como “semilla”.

Evidentemente, ambos conjuntos de coeficientes a, y ¢, caracterizan cualquier
métrica de Weyl [37], sin embargo, como se mencion6 previamente, esas constantes
de manera directa no nos dan informacién fisica acerca de la métrica puesto que no
representan los momentos relativistas ‘reales” de la fuente. Este no es el caso de los
momentos multipolares relativistas definidos por Geroch [40, 41, 42| y subsecuente-
mente por Hansen [43] y Thorne [44], los cuales al menos en un vecindario del infinito
caracterizan completa y inicamente cada solucion de vacio asintoticamente plana y es-
tacionaria [45, 46, 47, 48], dando al mismo tiempo una descripcion fisica de la solucion

correspondiente.

Un algoritmo para calcular los momentos multipolares de Geroch fue desarrollado

por G. Fodor, C. Hoenselaers y Z. Perjes [49]. Al aplicar este método, los momentos



1.2. La solucién Monopolo-Cuadrupolo (M—Q) Capitulo 1: Métricas de Weyl

multipolares de la solucién son expresados en términos de los momentos de Weyl, los
cuales, como deciamos, no representan los momentos relativistas pero en ellos esta esa

informacion de forma “oculta”, y se revela al escribir los momentos relativistas “reales”

de Geroch.

Resultados similares fueron obtenidos por la definiciéon de Thorne usando armo-
nicos esféricos. La estructura de la relacion obtenida entre los coeficientes a, y esos
momentos relativistas permite expresar los momentos de Weyl como una combinacion

de momentos de Geroch relativistas.

1.2. La solucién Monopolo-Cuadrupolo (M—-Q)

En esta parte vamos a recordar las propiedades de una solucion que es la apropiada
para el estudio de las perturbaciones de la simetria esférica (tal solucion la llamaremos
solucion monopolo-cuadrupolo [20], o solucion M—Q). El argumento que sustenta esta
afirmacion se basa en el hecho de que las métricas de Weyl previamente conocidas?
tienen una estructura multipolar (en el sentido de Geroch) tal que todos los multipolos

mayores que el cuadrupolo son del mismo orden que el cuadrupolo.

Asi, para las métricas de Gutsunayev-Manko y Erez-Rosen tenemos los siguientes

momentos multipolares (los momentos impares se anulan todos):

MM = MyZH = M

, 2
M2GJ\/[ — M2ER — _q2M3

15
4
GM _ _qzfER _ * 5
My = =3My" = oM (1.6)
2 817
M6G]W — MGER _Z _M2M4ER
7 33
2 4 194 14
- =~ M7 == 4+ =
152317 (7 +15QQ)

2Referencias: [39, 38, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]
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donde ¢» es el pardmetro cuadrupolar en ambas métricas, y como puede verse, la
potencia de ¢ que predomina en todos los multipolos es siempre la misma (es lineal

en ¢2), o sea que no disminuye su relevancia al aumentar el multipolo.

Para la métrica Gamma, los resultados son:

M():’}/M
3

M
M,y = 77(1 - 72)

e 19 (1.7)
My=~7—(1 -~ (1-=42
1=7( v’)( 217/)
M7 389 , 292
Mg =~7—(1—7%) [ 1+ oyt — 22242
6 =7 v')( + 0057 T Tes” >

donde el factor (1 —~?) en esta métrica representa el parametro cuadrupolar, y simi-

larmente a los dos casos anteriores, aparece también en todos los multipolos.

Para la métrica de Curzon [50], la situacion es inclusive peor puesto que tiene
un parametro Gnico que representa a la masa, y todos los momentos superiores al

monopolar son proporcionales a potencias cada vez mayores del parametro:

1 19 389
My = — My ==a?, My=——a, = 4 1.8
0 Qo, 2 3% ) 4 105% ) 6 3465% ( )

De esto queda claro que ninguna de las métricas mencionadas satisface el criterio

necesario descrito previamente.

En [20] se puede ver que es posible encontrar una solucion de la familia de Weyl
con una buena escogencia de los coeficientes a,, tal que la solucion resultante tenga solo
momentos multipolares correspondientes al monopolo y al cuadrupolo (en el sentido
de Geroch). La solucion que se obtiene (solucion M—Q) puede escribirse como una serie

de soluciones de Gutsunayev-Manko [39] y Erez-Rosen [24], de la siguiente forma:

10



1.2. La solucién Monopolo-Cuadrupolo (M—Q) Capitulo 1: Métricas de Weyl

Uyg =V +q¥u + q2\11q2 4= an\lfqa
:;_0 (1.9)
Ty—g=Tp+qg+¢Te+ =Y ¢°Tp
a=0
donde el orden cero evidentemente corresponde a la solucion de Schwarzschild:
)20+l
Vo =— nz:% T ngn(cos 6) con A= M/r (1.10)

Cada potencia en ¢ aporta una correccion cuadrupolar a la solucion esféricamente
simétrica. Puede verse que dada la linealidad de la ecuacién de Laplace, esas correc-
ciones dan lugar a series de soluciones exactas. En otras palabras, la serie de potencias
de ¢ puede ser truncada en cualquier orden y la suma parcial hasta ese orden da

una solucién exacta que representa una correcciéon cuadrupolar para la solucion de

Schwarzschild.

La manera mas simple de interpretar fisicamente la soluciéon exacta obtenida de la
correccion cuadrupolar descrita anteriormente consiste en analizar su estructura mul-
tipolar. Entonces, puede verse que truncando la solucion para ¥ en (1.9) en cualquier

orden « se obtiene una solucién exacta con las siguientes propiedades:
» El momento monopolar y el cuadrupolar no se hacen cero (My = My M, =
gM?).

» Todos los momentos multipolares después de M, hasta el orden 2(«v + 1) son

cero, incluyendo éste.
= Todos los momentos mayores que My(41) son de orden gt
Entonces, la soluciéon representa la correccion cuadrupolar a primer orden para la

solucion de Schwarzschild (escogiendo o = 1), la cual es también una solucion exacta

para el orden dado.

11
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Puesto que estamos interesados en pequenas desviaciones de la simetria esférica,
consideraremos la solucion M—Q so6lo hasta el primer orden en ¢, en adelante solucion
M-QW), la cual describe una correccién cuadrupolar al monopolo y en coordenadas

esferoidales prolatas se escribe de la siguiente forma:

1 —1\ 5
\IIE\Z)Q_\IIO—Fq\IM—El (i+1)+§q(3y2—1)x
—1 1 —1
396 In (2 (1.11)

32 -1 x+1

2x 3x

J— +_

(@? —y?)By*—1) 2

225 22 —1
1+ =—¢*)1
(1 50w ()

N —

FS\}[)—Q = qu + qul —+ q2Fq2 =

15 15
—gq:p(l—yf) [1——2(x2—|—7y2 92%y% + 1
8 22 +1 r—1
32 — 92 r+1
225 x—1
@QQ(QSz — 1)1 =) (2* +y* — 92%y* — 1) In® <$ " 1) (1.12)
15 15
—Zq(l—y)[l—ﬁzq(x + 4dg* — 9x2y2+4)}
7 21_?/2 O o 2 — ¢
16qx I2—y2 4q(x +y)<x2_y2>2
75 1—19y?
= 20905 — it 1 30%? — 6020 4 Arut — ot — o
19261( — a4 327y — 6z7y" + 427y —y y)(xz_y2)4

12
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Los primeros doce momentos de Geroch de esta solucion son:

My=M
M, = M3q

M4:O

Mo = —— Mg (1.13)
1060 40
__M9 2__M93
3003 1 T3 4
19880 1y o | 196500 1, g
138567 323323
23600 | 1 o, SLT600 | 1y 5 4259400,

“a37a37 4 T 1062347 4 T 7436429

Mgz

10 — —

M12 =

evidentemente los momentos impares son cero por la simetria de reflexion.

De las expresiones anteriores, es claro que el parametro ¢ = M,/M? que representa
el momento cuadrupolar aparece en los momentos multipolares Ms,, solo para el orden
2 o superiores (n > 2). Conforme a esto, las soluciones (1.11 y 1.12) para pequenos
valores de ¢ hasta el orden ¢ puede interpretarse como el campo gravitacional fuera de
la fuente cuasi-esférica. El espaciotiempo viene siendo representado por la correcciéon

cuadrupolar a la solucion monopolar (la de Schwarzschild).

Esto contrasta con las demés soluciones de la familia de Weyl mencionadas antes,
donde todos los momentos superiores al cuadrupolar son del mismo orden en ¢ que el
cuadrupolar, entonces, para pequenos valores de ¢ no pueden ser interpretadas como

una perturbacion cuadrupolar de la simetria esférica.

Ahora usaremos coordenadas de Erez-Rosen con un cambio adicional en la variable
radial, tales cambios de coordenadas se definen de la siguiente manera respecto a las

coordenadas cilindricas:

p=Vr2—2Mrsenf
junto con R=r/M (1.14)

z=(r—M)cosb

13



1.2. La solucién Monopolo-Cuadrupolo (M—Q) Capitulo 1: Métricas de Weyl

y respecto a las coordenadas esferoidales prolatas se relacionan asi:

r
x i , Y = Cos

Al hacer este cambio estaremos expresando las ecuaciones segtin el conjunto de coor-
denadas (R, 0, ¢,z), y con el cambio a la nueva coordenada radial adimensional R, el

horizonte de eventos queda ubicado en R = 2.

Las funciones métricas de la solucion M-Q( en las nuevas coordenadas se escriben

asi:

U G(R.0) = Wy + q¥,

1 2 2
=—In (1 - —) +Eq(300520— 1)(3R* —6R+2)In (1 - —> +

> R) 3 R

5 2\ 5 R-1 15
——qln(1-=)—-> —q(3cos’0 —1)(R—1

8qn( R> 1R T — oz 1603 0 DE-D)

(1.15)

D4 o(R,0) =Ty + gLy

:%ln{ (R—1)>—1 }_gqseﬁ@(]%—l)ln(l—}%)—i- (1.16)

(R—1)? —cos?0 8
1 -1 2 2
——5qsen29—§qsen29[ (B — 1)+ cos 62}
4 4 ((R—1)%— cos?0)

Es importante observar que la solucion M—Q (1.9) hasta el orden ¢ asegura la
existencia de términos de orden ¢? y mayores en F%Q como pueden verse en (1.13). Sin
embargo, dichos términos no fueron incluidos en (1.16) ya que no tienen importancia
para la discusion a continuacion. En efecto, en el caso y = 1 (a lo largo del eje de
simetria), todos esos términos son cero y en el caso y # 1 en el limite cuando R — 2,

el término que lideriza entre los que tienen el factor multiplicativo ¢? es del mismo

orden de magnitud que el que aparece multiplicando a ¢, entonces como estamos

14



1.3. Geodésicas para la métrica M—Q) Capitulo 1: Métricas de Weyl

considerando pequefios valores de ¢, todos los términos con ¢? pueden ser despreciados

sin pérdida de generalidad.

En la proxima parte analizaremos céomo seria el movimiento de una particula de

prueba en un espaciotiempo descrito por la solucion M-Q(.

1.3. Geodésicas para la métrica M—Q

Para analizar cual seria el movimiento de una particula de prueba que es colo-
cada en la métrica M-Q( necesitamos derivar las ecuaciones de movimiento; tales
ecuaciones geodésicas las derivaremos a partir del Lagrangiano, y en particular vere-
mos el comportamiento de la correspondiente al movimiento radial. El Lagrangiano lo

escribimos a continuacion:

2L = gopi®i” (1.17)

donde el punto representa la diferenciacion respecto a un parametro afin s, que para
geodésicas temporales coincide con el tiempo propio 7, de manera que el Lagrangiano

de la ecuacion (1.17) es general para particulas subluminicas.

Entonces, con las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d (0L oL
i (ax) ~ g = (118)

se llega a las siguientes ecuaciones de movimiento en coordenadas de Erez-Rosen:

t+ t.(f’gtt,r + égtt,b?) =0
27:.97’7’ + 27;(7:97“7‘,7’ + ég'r'r,@) - 2(/:29151577‘ - 7;297‘7‘,7“ - 92999,7" - ¢29¢¢,r - O
2099 + 20(7geo. + 0900.6) — 129110 — 72 Grre — 07 G006 — 3°Gspe = 0

O9s6 + D7 Gps,r + 09660) =0
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1.3. Geodésicas para la métrica M—Q) Capitulo 1: Métricas de Weyl

donde la métrica exterior en las coordenadas de Erez-Rosen modificadas (ecuaciones

1.14) se escribe asi:

g = > — <1 — %) e?1¥q!

A% sen’ 6 2\
gpp = —e2T-D) (1 4 %) 2T =) <1 _ E)

(1.23)
9o = —* T DM2R* (1 — 2\ + M?sen? §) — —M2R%e21Tq1 —¥q1)

gos = —e 2V M2 R?sen? 0(1 — 2)\) — —M?R%e "' sen?

Recordemos que A\ = M/r y por tanto A\ = 1/R. Las funciones I')s y W1 son las

siguientes:

W¢:@¢Ui@:i%@dﬁﬁ—lﬂﬂy—6R+2ﬂn<L—%)

5 2\ 5 R—1 15
(1= ) c2 T s 1)(R—1) (1.24
811< R) 1R 2R Tees - DE-1) (124)

1 2
Fp=Tp(R,0)= —§5 sen’ (R —1)1In (1 — —) +

R
15 5, 5 5 [ (R—1)?+cos’6

- = — = 1.2
g sen? 4%“9hm—23+%ﬁm2 (1.25)

Debido a que estamos interesados solo en geodésicas temporales porque estamos

considerando particulas de prueba reales subluminicas, los rangos de nuestras coorde-

nadas son los siguientes:

co>t>0, R>2, wnn>0>0, 2n>¢>0

1.3.1. Geodésicas radiales

Ahora que tenemos las ecuaciones geodésicas, vamos a considerar que la particula

de prueba hipotéticamente se moveria a lo largo de una geodésica radial para un valor

arbitrario de 8. Haciendo

f=¢=0
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1.3. Geodésicas para la métrica M—Q) Capitulo 1: Métricas de Weyl

en la ecuacion geodésica radial (1.20) para eliminar las variaciones en las demés coorde-
nadas (que no nos interesan), obtenemos la siguiente ecuacion para la derivada segunda
de la coordenada radial respecto al tiempo propio:

7;2 (grrr gttr) 1 Gitr
P I I 1.26
2 9rr gt 2 gttGrr ( )

Ahora vamos a escribir una expresion final para esa ecuacién, para lo cual necesi-
taremos sustituir en (1.26) todos los términos del tensor métrico (ecuaciones 1.23), lo
cual haremos después de escribir las derivadas de estos elementos del tensor métrico,
que son las siguientes:

oM\ ! oM\ !
gTT,T‘ — 262q(rq1—‘qu1) (1 _ _) (MTQ <1 — T) =+ q(\I/ql — Fql)> (127)

r

2M 2M
Gitr = e2q‘1h11 |:2q\IJq17r (1 — T) + 7"_2:| (128)

Finalmente, al hacer todas las sustituciones en (1.26) nos queda:

r = —62q<\pq1_rql> (% + M\P 1 ) — quFql’r (1.29)

r2 r qa,r

En el caso esféricamente simétrico (¢ = 0 en la ecuacion anterior) obtenemos el resulta-
do ya conocido para la aceleracion radial respecto al tiempo propio en el espaciotiempo
de Schwarzschild:

i = —M/r? (1.30)

Debe tenerse en cuenta que no es interés del trabajo una descripciéon completa del
movimiento de las particulas de prueba (no integraremos el conjunto completo de las
ecuaciones geodésicas), sino solamente calcularemos la aceleracion radial instantanea
que experimenta una particula de prueba en un tiempo dado. Como consecuencia de

esto, no tomaremos en cuenta los vinculos impuestos sobre 7, 6.

17



1.3. Geodésicas para la métrica M—Q) Capitulo 1: Métricas de Weyl

Ahora, para expresar los resultados en términos de cantidades de mas significacion
fisica, introduzcamos unas coordenadas localmente definidas asociadas a un observador

local Minkowskiano. Entonces, hagamos

dX = \/—g,dr (1.31)

dT = \/gudt (1.32)
de donde se obtiene lo siguiente:
dx
= dr (1.33)

\/rr ()" 1]

EX (XN (axy g - (%
arz VI dT dT 2(—gu )P

Para el caso simétrico (¢ = 0), la expresion (1.34) se reduce a

2 2 ~1/2
X _ M (dX ,_2M (1.35)
dT? r2 dT

r
o en términos de la nueva coordenada R:

X 1 L dx 2
dT

lo cual es también un resultado ya conocido [51].

~—

] (1.34)

(R—2)"1/2 (1.36)

dT? ~—  R3/2M

Dado que dX/dT siempre es menor que la unidad, la naturaleza atractiva de la
gravedad para cualquier valor de r > 2M (o R > 2) queda garantizada en (1.35) y

(1.36) respectivamente.

Ahora calcularemos la aceleracion radial instantanea para la solucion M-QW, es
decir, calcularemos (1.34). Podemos describir el comportamiento de la particula de
prueba en dos situaciones, que son cuando se encuentra sobre una geodésica radial
fuera del eje de simetria (0 # nm, o y # 1), y sobre el eje de simetria (0 = nw, o

y = *£1).

Como puede verse segtn [23], el comportamiento de las particulas de prueba en

la métrica M-Q se vuelve extraiio en el eje de simetria cerca del horizonte.

18



1.3. Geodésicas para la métrica M—Q) Capitulo 1: Métricas de Weyl

Caso 1: La particula se encuentra fuera del eje de simetria

Primero supongamos que la particula de prueba que se encuentra a lo largo de la
geodésica radial esté fuera del eje de simetria del espaciotiempo, entonces cuando R —
2, el término principal de (1.34) para valores pequenos de ¢ es el dado a continuacion:

X 1- (%) 0o

B 1.37
drr  BPNMJR—2  JVR-2 (1.37)

Véase que este limite, excepto para pequenas correcciones de orden ¢ es el mismo
que el obtenido en la situacion esféricamente simétrica y exacta de (1.36). Entonces
para particulas moviéndose a lo largo de la geodésica radial excluyendo el eje de sime-
tria, pequenos valores del momento cuadrupolar agregan pequenas perturbaciones en
las trayectorias, y la naturaleza atractiva de la fuerza gravitacional se preserva siem-
pre, es decir que una descripciéon perturbativa de la métrica de Schwarzschild es valida

en este caso.

Caso 2: La particula se encuentra sobre del eje de simetria

Ahora, usando (1.34) calcularemos la aceleracion radial cuando la particula esta

sobre el eje de simetria:

EX(T) _ 1 G/maam) dX(T) 1 dX(T) 1 (R—2)73 »
dT? 8 dT’ dT’ R5
-2
x [15q1n (%) (R° —5R* + 8R® — 4R?) + (1.38)

1
+ ¢ (30R* — 120R® + 130R* — 20R + 20) + 8R* — 16R} i
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1.3. Geodésicas para la métrica M—Q) Capitulo 1: Métricas de Weyl

donde el término A(R) tiene la siguiente forma:

1

—— |6R®*—18R*+8R+4
) +8R + 4+

A(R) =

—2
+In <RT> (3R* —12R* + 12R*) | (1.39)

Si la ubicacion de la particula de prueba tendiera al horizonte de eventos sobre el

eje de simetria, su aceleracion radial inicial tenderia a la siguiente expresion:
2X —5q dX\’

N (=

d1? 272M (R — 2)3/2 dr

Si ¢ > 0, esa aceleracién radial serd negativa y tendera a cero cuando

e~ SR (1.40)

R — 2, es decir que la particula de prueba no experimentaria aceleraciéon alguna en
el limite cuando tiende al horizonte de eventos de nuestra fuente compacta, lo cual
constituye la primera anomalia encontrada. Y si ¢ < 0, la aceleracién radial sera
positiva y tendera a infinito cuando R — 2, correspondiendo este signo positivo a

un efecto gravitatorio repulsivo, y esa es la segunda anomalia.
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CAPITULO 2

Superenergia

Segiin la teoria clasica de campos, la energia es una cantidad definida en térmi-
nos de potenciales y sus primeras derivadas. No obstante, en Relatividad General es
imposible construir una magnitud tensorial expresada solamente en términos de la mé-
trica y sus primeras derivadas; lo impide el principio de equivalencia. En consecuencia,
una descripcion fisica (es decir, local) de la energia contenida en un campo gravita-
cional es teéricamente imposible de construir en términos de verdaderos invariantes

(magnitudes tensoriales de algtin rango).

Entonces, surgen tres alternativas:

= La busqueda una definiciéon no-local de energia del campo gravitacional.
= La construccion de una definicion de energia basada en pseudo-tensores.

= La utilizaciéon de un concepto sucedaneo al de la energia, como el de la super-
energia, que es lo que vamos a explorar en este trabajo como se indic6 en la

introduccion.



Capitulo 2: Superenergia

En este trabajo se escogid la alternativa de la superenergia y se explord en torno
a ella. Como se indicé en la introduccién, la motivacion para esta escogencia se basa
en la riqueza y profundidad del significado de tal cantidad fisica, que evidentemente
no es una cantidad que mide la energia sino més bien se trata de otro concepto con

una nueva interpretacién que atn queda abierta.

La superenergia W puede ser definida a partir del tensor de Bel [31] o a partir
del tensor de Bel-Robinson[52, 32]. Puesto que estamos trabajando en espaciotiempos

vacios, ambas definiciones coinciden, y se tiene lo siguiente:
W = E**E,5+ B*’ B,z (2.1)

con F,gy Bz como la parte eléctrica y magnética del tensor de Weyl, definidas de la

siguiente forma:

Eag == C’aw(ﬂﬂu‘s (2.2)

1 e
Baﬁ = *Cmggu”u‘; = 577047@0 p55u7u5 (23)

donde Cqyqp5 es el tensor de Weyl y la cantidad 14346 es el tensor de Levi-Civita:

)
1 si «, 3,7, 0 estan en orden par

Nagys = V=9 €apys = § —1 sia, (3,7, estan en orden impar (2.4)

0 de otro modo

\
y u® la 4-velocidad de una congruencia de observadores en reposo en funciéon de la
cual escribimos el tensor de Weyl en el marco de referencia de (1.1), es decir:

ue = (\/%,0,0,0) (2.5)

Obsérvese que dado que estamos trabajando con espaciotiempos estaticos vacios, la

parte magnética del tensor de Weyl (B,s) es idénticamente cero.
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2.1. Superenergia para la métrica M—Q) Capitulo 2: Superenergia

2.1. Superenergia para la métrica M—Q

Para la métrica M—Q, la expresion de la superenergia! (en el eje y> = 1) es:

1
Wirg = fegse™ V™40 x| (T68R? — 1152R" + 5T6R" — 96’

+ ¢ (=1920R + 3360R> — 6720R” 4 5880R"
—1200R° — 540R° + 180R")
+ ¢* (400 — 800R + 5600R* — 10000R* 4 22900 R*

— 32400R° + 22200R° — 7200R" + 900R®)

R-—2
+¢ln (T) (2880R* — 5760R"* + 3600R’

(2.6)
— 360R° — 360R" + 90R®)
R—2
+¢*In (T) (—2400R? + 7200R* — 23400R* + 49200R°
— 52500R° + 29100R" — 8100R® + 900R?)
2 R -2 ’ 4 5 6
e (3600R* — 14400R° + 23400R
1
—1 T+ 9225R% — 2250R? + 225R"?
9800R" + 92251 50R” +225R )}M4<R_2)6Rw
con A(R) como lo siguiente:
1
AR) = ————|6R* — 18R* + 8R + 4
)= rE—9 { oA
(2.7)

+1n (%) (3R* — 12R* + 12R?) }

'El calculo de la superenergia se hizo con MapleVR11 con el paquete GRTensor, es un calculo
exacto y se estd mostrando el resultado completo para W.
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2.1. Superenergia para la métrica M—Q) Capitulo 2: Superenergia

En virtud de analizar mejor el comportamiento de una particula de prueba en esta
métrica, grafiquemos? la aceleracion radial y la superenergia para valores positivos y

negativos del parametro q.

T T T T )
2,02 2,04 2,06 2,08 2,10

1.0004

800

200+

(a) Aceleracion radial instantanea (b) Superenergia con ¢ > 0
con qg>0
504
144
124
40
104
8 304
o
204
o
24 104
0
2,02 2,04 2,06 2,08 2,10
0 T T T T 1
By 2,02 204 2,06 2,08 2,10
R
(c) Aceleracion radial instantanea (d) Superenergia con ¢ < 0
con g <0

Figura 2.1: Aceleracion radial instantanea y superenergia para ¢ > 0y ¢ < 0.

Las gréficas (a) y (b) muestran el comportamiento de de(QT) y W para ¢ = 0,01
g dT

mientras que en las graficas (c¢) y (d) son para ¢ = —0,01.

2Las graficas también fueron hechas usando MapleVR11 y GRTensor.
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CAPITULO 3

Discusidn

La primera conclusion que se extrae de las figuras (a) y (b) del capitulo anterior
es que cerca del horizonte de eventos, el comportamiento de la particula de prueba es

atipico para d*X (T)/dT?, consecuente con el teorema de Isreel.

Asi, para la métrica M-Q® con ¢ > 0 se observa que una particula de prueba
colocada en el eje de simetria en un vecindario del horizonte de eventos no siente

aceleracion gravitacional alguna debido a la fuente masiva (d>X(T)/dT? =~ 0).

Continna lo sorprendente, al alejarse (atin sobre el eje de simetria), la magnitud
de d*X (T)/dT? se incrementa con R (figura (a)) hasta que desde cierto valor de R,

comienza a comportarse de manera “correcta’.

Este comportamiento patologico de d?X (T)/dT? es consistente con el compor-
tamiento de la superenergia en el mismo rango de R, como se ve en la figura (b).
De hecho, W también se hace cero cerca del horizonte, incrementidndose al alejarse
del origen a lo largo del eje de simetria, hasta que se esté lo suficientemente lejos del

horizonte y el comportamiento también comienza a ser el “esperado”.



Capitulo 3: Discusion

Para ¢ < 0 la situacion es tanto o més inusual (véase figura (c). En efecto, en un
vecindario del horizonte de eventos, en el eje de simetria, d*X (T')/dT? > 0, significando
esto que la particula experimentaria una fuerza gravitacional repulsiva; este efecto se

restringe a valores de R muy cercanos a 2.

Al alejarse del horizonte, la aceleracién propia se hace negativa, aunque sigue
mostrando un comportamiento anémalo porque se ve incrementada en magnitud se-
gin se incrementa también R, es decir que hay un rango de R en el que al alejarse de
la fuente, la atraccion hacia ella se hace mayor. Alejandose mas atin del origen (siem-
pre a lo largo del eje de simetria) se recupera el comportamiento “normal”; es decir,
d>X(T)/dT? es negativa y decrece con R. Evidentemente, si muy cerca del horizonte
de eventos, la aceleracion radial era positiva y luego al alejarse se hace negativa, en
un punto de R es cero (como puede verse en la misma gréfica (c)), lo cual también es

bastante inusual.

Ese comportamiento de d?X (T")/dT? con ¢ < 0 es consistente con el correspon-
diente grafico de la superenergia (figura (d)). De hecho, en un vecindario del horizonte,
W es singular y entonces es su derivada respecto a R lo que explica el comportamiento
patologico de d>X (T)/dT? en ese rango de valores de R. Al moverse suficientemente

lejos de R = 2 se recupera el comportamiento esperado.

Asi que hemos podido ver que el concepto de la superenergia es una medida
apropiada de la intensidad de la interacciéon gravitacional, inclusive en las situaciones
altamente patologicas analizadas en este trabajo. El hecho de que la superenergia
sea un verdadero escalar (obtenido desde un verdadero tensor) refuerza atin méas su
relevancia en el estudio de los sistemas autogravitantes, y, como dijimos previamente,

queda abierta su interpretacion.
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